0011?

38 IFT6170 Claude Crépeau

IFT6170 Devoir 2

à rendre au début du cours le mercredi 15 octobre 1997

Th éorie de l’information [8 poin ts]

Soit X une variable aléatoire prenan t comme valeur à probabilit é égale n’importe quel mot binaire de n bits. Soit f une quelconque fonction de n bits dans k bits telle que f (x_1x_2...x_n ) = x_{i1} x_{i2} ...x_{ik} pour une certain liste d’indices i_1,i_2,...,i_k . Soit BS^n_ϵ un canal binaire symétrique d’erreur ϵ. Soit hash la fonction de n bits dans 1 bit telle que hash (x_1x_2...x_n ) = x_1 ⊕ x_2 ⊕ ... ⊕ x_n .

1. Quelles sont H(X),H(hash (X)),H(f (X)),H(BS^n_ϵ (X))? 2. Montrez que H(X|f (X)) et H(f (X)|X) sont les même quelque soit i_1,i_2,...,i_k et donnez-en les valeurs. 3. Quelles sont H(X|BS^n_ϵ (X)) et H(BS^n_ϵ (X)|X)? 4. Quelles sont H(hash (X)|f (X)) et H(hash (X)|BS^n_ϵ (X))? 5. Prenons un exemple avec k = 0.99n et ϵ= 0.49. Considérez la situation suivante: Alice et Bob connaissen t la valeur de X et Eve connait soit la valeur de f (X) pour un f de son choix comme ci-haut, soit celle de BS^n_{0.49} (X). Alice et Bob désirent obtenir un bit secret à partir de X. Pour cela ils utilisent B ← hash (X). Laquelle des deux strat égies possibles – voir n’importe quel 99% des bits de X ou voir X à travers un canal faisant 49% d’erreurs – donnera le plus d’information à Eve au sujet de B? (Comparez I(B;f (X)) et I(B;BS^n_ϵ (X))) 6. Est-il possible de trouv er une quelconque fonction g de n bits dans 1 bit telle que I(g(X); BS^n_ϵ (X)) = 0?

Démontrez votre réponse.

Canal d’Effacemen t Erron é [4 poin ts]

Considérons le canal de la figure ci-haut. Supposons qu’en input P [X = 0] = p_0 et P [X = 1] = 1 − p_0. Calculez l’information mutuelle entre l’input et l’output de ce canal en fonction de p,q,p_0, puis trouv ez la capacit é de ce canal et dites enfin quelle valeur de p_0 produit la capacit é.

PLUS et encore PLUS [4 poin ts]

Démontrez que pour toutes variables aléatoires X et Y on a H(X + Y|Y) = H(X|Y) et que si X et Y sont indépendantes alors H(X + Y) ≥ max{H(X),H(Y)}. Donnez un exemple de variables dépendantes pour lesquelles cette inégalité ne tient plus.