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Résumé

Nous présentons dans ce mémoire un protocole d’échange de clefs utilisant les pro-
priétés des corps quadratiques réels ainsi qu’une introduction mathématique suffi-
samment étoffée pour permettre la compréhension du dit protocole. Nous présentons
finalement deux protocoles quantiques permettant de résoudre le probléme du ré-
gulateur sur les corps quadratiques réels et le probléme du logarithme discret aussi
appelé probléme de I’idéal principal.

Abstract

We describe here a key-exchange protocol over real quadratic fields. This is accom-
panied by all the pertinent algebraic background needed for the understanding of
the protocol. We also present two quantum algorithms that solve the regulator pro-
blem over real quadratic fields and the discrete logarithm problem also known as
the principal ideal problem.






Introduction

La cryptographie est d’abord et avant tout la science du secret, de la confidentialité.
Depuis ses balbutiements en antiquité le cceur de cette discipline réside dans le chif-
frement de données. C’est-a-dire qu’étant donné un texte, ou une suite de nombre,
appelé M, nous voulons transformer mathématiquement le message M en un nouveau
message M’ tel que nul autre que le détenteur de la clef adéquate ne puisse déchiffrer
le message M’, c’est a dire le retransformer en M. Bien sur, la cryptographie s’est
développée beaucoup depuis et de nouvelles sous-disciplines s’y sont ajoutées telles
que la signature électronique, I'authentification électronique, les preuves a divulga-
tions nulles, les calculs multi-partis etc. Mais le chiffrement demeure toujours et
encore la discipline fondamentale de la cryptographie moderne. Qui dit chiffrement
dit clef. Deux systémes de chiffrement sont utilisés : les systémes a clefs secrétes, ou
systéme a clefs symétriques et les systémes a clefs publiques, ou a clefs asymétriques.
Le premier systéme est certainement le plus intuitif et est le plus ancien. Le second,
n’a été proposé que fort récemment, mais s’est avéré un des plus grand succés de
la cryptographie moderne. Décrivons ces deux systémes briévement. Les systémes
a clefs secrétes requiérent des deux partis qu’ils se rencontrent, d’'une maniére ou
d’une autre, et qu’ils s’échangent une clef commune qui leur servira a chiffrer et a
déchiffrer. Les systémes a clefs publiques sont beaucoup moins contraignants puis-
qu’'un seul des deux partis générera le systéme de clefs de son propre chef. Deux clefs
seront générées, une publique, appelée C et une privée appelée D. La clef publique C
sera alors publiée, c’est-a-dire mise & la disposition de tous, alors que la clef privée
sera gardée secréte et ne sera connue que du parti qui a généré le systéme de clefs.
Dés lors la clef C pourra étre utilisée par quiconque pour chiffrer un message M et
transmettre M’ au parti possédant la clef D qui ’utilisera afin de déchiffrer M" en
un message M. Le plus connu et le plus utilisé des systémes a clefs publiques est
sans conteste le systéme RSA. Un bon représentant des systémes a clefs secrétes est
certainement le systéme DES en passe d’étre remplacé par le systéme AES.

Les systémes & clefs publiques ont un avantage majeur sur les systémes a clefs
privées : ils n’exigent pas que les deux partis se rencontrent préalablement afin
d’échanger une clef. 1l serait effectivement bien laborieux d’aller échanger une clef
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en personne a chaque fois que I'on désire faire un achat sur internet. La cryptogra-
phie a cependant développés quantité d’algorithmes et de protocoles qui ont pour
but de contourner cet obstacle : les protocoles d’échange de clefs. Ces protocoles
permettent & deux partis d’interagir et d’obtenir a la fin de leur interaction une clef
commune qui s’avére complétement, on I'espére, inconnue de tout parti ennemi qui
aurait pu espionner la conversation. Le plus connu de ces protocoles est certaine-
ment le protocole d’échange de clef de DIFFIE et HELLMAN qui utilise les propriétés
des corps de nombres naturels. Nous présentons dans le chapitre 4 de ce mémoire
un protocole d’échange de clefs proposé en 1989, le protocole de BUCHMANN et
WiLLIAMS. Ce protocole est fort peu connu pour deux raisons principalement : le
protocole de DIFFIE et HELLMAN est ubiquiste et d’utilisation et de compréhension
fort simple; or le protocole de BUCHMANN et WILLIAMS s’avére fort complexe au
niveau théorique ce qui peut rebuter beaucoup d’informaticiens a tenter son im-
plantation. C’est pourquoi nous faisons dans les chapitres 1,2 et 3 une introduction
que nous jugeons suffisamment compléte pour donner au lecteur une bonne com-
préhension des structures algébriques utilisées par ’algorithme de BUCHMANN et
WiLLIAMS. Nous ne donnons alors au chapitre 4 qu'une description de la construc-
tion théorique du protocole sans aucune preuve. Nous croyons que la compréhension
des bases mathématiques sur lesquelles s’appuie le protocole est plus pertinente que
les preuves laborieuses prouvant que le protocole est de complexité raisonnable.

Mais il n’y a pas que la cryptographie qui ait fait des progrés ces derniéres années.
L’informatique a elle aussi fait une avancé spectaculaire. L’utilisation des régles de la
physique quantique a permis la construction d’un nouveau modéle de calculateur qui,
bien qu’il ne permette pas la résolution de nouveaux problémes, permet de résoudre
avec une efficacité spectaculaire certains problémes. Le modéle le plus utilisé, celui
du circuit quantique, a permis 1’élaboration par SHOR d’un algorithme permettant
la factorisation en temps polynomial ; un probléme qui n’avait pas recu de solution
en plus de 3000 ans. C’est cet algorithme qui a attiré le regard des informaticiens sur
cette nouvelle discipline. L’informatique quantique n’avait pas, auparavant, prouveé
qu’elle puisse étre vraiment utile & des fins calculatoires. La physique quantique
avait bien été utilisée auparavant pour créer un protocole permettant ’échange de
clefs tel que la physique classique ne le permettait pas, mais rien de significatif au
niveau du calcul n’existait malgré ’existence de modéle de calcul quantique. Mais
avec ’algorithme de SHOR, l'informatique entrait dans une nouvelle ére, du moins
au niveau théorique. Nous présentons dans ’annexe une introduction a I’informa-
tique quantique qui devrait s’avérer suffisante a la compréhension de ’algorithme
de factorisation de SHOR. La lecture de ’annexe est fortement recommandée avant
I’attaque du chapitre 5 ot nous présentons un résultat extrémement récent. Deux
algorithmes quantiques proposés par Sean HALLGREN permettant de casser ’al-
gorithme d’échange de clefs présenté au chapitre 4. Ces 5 chapitres plus ’annexe



constituent une premiére réunion de tout ce matériel en un seul travail. Et c’est la
une partie de notre objectif, c’est-a-dire réunir tout le matériel algébrique de base
avec les preuves pertinentes permettant de comprendre ’algorithme de BUCHMANN
et WILLIAMS, de présenter l'algorithme lui-méme et finalement de présenter les der-
niers résultats disponibles du monde quantique s’attaquant & ce protocole. De plus
nous faisons ici une analyse qui n’avait jamais été faite qui nous permet d’affirmer
pour la premiére fois que I'un des deux algorithmes d’HALLGREN est correct. Ce-
pendant notre analyse jette un doute plus que profond sur le second algorithme
d’HALLGREN. Les preuves incluses dans ce mémoire y sont soit parce qu’elles ont
été jugées nécessaires a une bonne compréhension de la matiére, soit parce qu’elles
sont absentes de la littérature scientifique ou finalement soit parce qu’elles étaient
incomplétes ou erronées dans la littérature scientifique pertinente.






Chapitre 1

Corps quadratiques

Un corps quadratique K = Q(\/ E) est défini par adjonction de la racine VD au
corps Q. Soit, tous les nombres @ oua,bet ceZ.

Si D > 0, nous dirons que I est un corps quadratique réel.
Et si D < 0 nous dirons que K est un corps quadratique complexe.

A tout nombre quadratique A\ = @ le conjugué de A est défini comme étant

A= %FD. La norme d’un nombre quadratique, N(\) est ainsi définie :

a®> — b*D

NA) =M= 2

Quelques propriétés des conjugués et des normes peuvent étre aisément dérivées :

1 (/\1)\2) == ;\1;\2

2. N(A) = N

3. N(a/c) = (a*/c®) ouaetceZ
4. NAX) = N(A)N()

1.1 Modules

Dans le cas qui nous concerne, un module 91 sera défini comme un groupe additif
d’objets pris sur K. Donc si a € 9t alors na € 91 pour tout n € Z. Donc trivialement
0eM.
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Soit u une combinaison linéaire d’un ensemble fini de vecteurs V;
u:x1V1+x2V2+---+ann (11)

ou les z; € Z. Tous les u possiblement ainsi définis forment un module 91 et les
vecteurs Vi, Vs, ..., V, forment la base du module M = [V4, V5, ..., V,] = [V]. La
base sera appelée minimale si tous les u n’ont qu’une seule représentation possible.

Un module 91 ne consistant que d’éléments venant d’un autre module 9 est appelé
sous-module de 9.

Lemme 1.1.0.1 Tout sous-module M d’un module M = [V], tous deuxr unidimen-
sionnels, a pour base [nV| pour un n judicieusement choisi .

Démonstration :

Supposons qu’dt n’est pas égal & 0. Le sous-module contient donc des multiples
entiers de V. Soit le plus petit |n| > 0 pour lequel nV € M. Pour tout m tel que
mV € N, n|m. Sinon, par algorithme d’Euclide, m =ng+r, ou 0 < r < |n|. Ce qui
impliquerait que le vecteur rV =mV — qnV € 0N puisque nV et mV appartiennent
a 9. Mais ceci contredirait I’hypothése de minimalité de n. CQFD.

1.2 Entiers quadratiques

Nous appellerons entiers quadratiques sur K tous les nombres a € K qui sont
solution d’un polynoéme
2>+ Bz +C (1.2)

ou B et C € Z. Nous appellerons désormais entiers rationnels ’ensemble Z afin
d’éviter toute confusion. Par entiers nous entendrons désormais tous les entiers
quadratiques,— ce qui comprend ’ensemble Z.

Cette condition impose donc une contrainte sur les a, b et ¢ possibles dans a = @,

si 'on veut qu’a soit un entier quadratique.

Supposons premiérement que D n’ait pas de diviseur quadratique,— D # r2Dj,
pour 7 > 1 et r et Dy € Z. On peut aisément voir que pour tout D = r2D, et
a,b,c € 7, il existe o', V', ¢ € Z tels que

a+by/Dy a +bVD

c c
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Donc D et D, engendrent le méme corps K. Pour tout o = (a + bv/D)/c € K, a
est solution & (1.2) si et seulement si —B = a+ & et C = a@ = N(«). Donc « est
un entier quadratique si et seulement si —B = a4+ a& = 2a/c € Z et C = aa =
(a®> — b?Dy)/c? € Z, pour a, b, ¢ relativement premiers et appartenant a Z.

Certaines conclusions s’imposent aisément. Ainsi pged(a,c) = 1. Sinon, supposons
que pged(a, ¢) = p. Alors afin que C puisse étre un entier rationnel, il faut que p?, qui
divise ¢2, divise a®> — b?Dy. Donc a? — b?*Dy = 0 (mod p?), ou a® = v>D, (mod p?).
D’ou I'on peut conclure que p?|b?Dy. Mais étant donné que Dy n’a pas de diviseur
quadratique, p%|b?. Ce qui implique que p|a, p|b et p|c, ce qui contredit ’hypothése
de départ, a savoir qu’a, b et ¢ sont relativement premiers.

Etant donné I'intégralité de B, si ¢ # 1, alors nécessairement ¢ = 2. Ce qui implique
ceci en retour
a? —b’Dy=c*C =0 (mod 4). (1.3)

Considérons les diverses possibilités de parité pour a et b lorsque ¢ = 2. On peut
aisément voir que ’équation (1.3) n’est vrai que si a et b sont impairs. Supposons
qu’a et b soient pairs, alors a,b et ¢ ne sont pas relativement premiers. Finalement
si a et b n'ont pas la méme parité, la seule solution est d’avoir a pair et b impair;
ce qui implique que 4|Dy ce qui est impossible étant donné le choix de Dy. Donc,
en résumé, a®> = b> = 1 (mod 4) et Dy = 1 (mod 4). De 1, il peut étre aisément
conclu que si Dy # 1 (mod 4) alors ¢ = 1.

A T'inverse, si Dy = 1 (mod 4) et a et b sont tous deux impairs, alors ¢ peut étre
égale & 2 afin que B et C appartiennent a Z et qu'a soit un entier. De plus, si
Do =1 (mod 4), « est un entier méme si ¢ = 2 et a et b sont pairs; la fraction ne
sera cependant pas réduite. Cependant si a et b sont de parité différente, ¢ ne peut
étre égal a 2.

Un entier quadratique peut donc étre exprimé de maniére générale par

%‘/Dﬁ) ot a=b (mod 2)si Dy =1 (mod 4),
@= (1.4)
a+ bv/' Dy Va,b si Dy Z 1 (mod 4)

Il faut noter ici que rien n’interdit a b d’étre égal a 0. Dans ce cas ¢ n’est égal a 2
que si Dy =1 (mod 4), et étant donné qu’a = b (mod 2), a est forcé d’étre pair. Ce
qui implique que seulement les entiers rationnels sont des entiers quadratiques,—
aucun rationnel (QQ) n’appartenant pas a Z n’est un entier quadratique.

Il existe une maniére plus intéressante d’écrire le résultat (1.4) qui nous permettra
d’exprimer tous les entiers comme un module 2 sur K. Il nous suffit d’observer qu’
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(a+0vDy)/2 = (a—b)/2+b(1++/Dy)/2. Dés lors si nous définissons a’ = (a —b)/2
et b = b, toujours sous la conditions @ = b (mod 2), alors

(a4 by/Dy)/2=d +V(1++/Dy)/2, (1.5)

ol ¢’ et b’ sont des entiers rationnels quelconques. Alors on peut définir

4o i Dy =1 (mod 4),
Wy = (16)
vV D() si D() 7_é 1 (mod 4)

Ainsi, dans les deux cas, les entiers quadratiques forment un module dans Q(\/ 5)
qu’on peut écrire
D =1, w)- (1.7)

Le corps K = Q(v/72Dy) étant indépendant de r, les entiers quadratiques ® sur K
le sont aussi.

Un résultat important émerge de la définition méme des entiers quadratiques :

Lemme 1.2.0.2 La norme de tout entier quadratique o est un entier rationnel. De
plus elle est égale a 0 si et seulement si o = 0.

1.3 Anneaux d’intégrité

Bien que K soit un corps, ® n’en est pas un. Evidement ® est un anneau puisque
pour tout o, B € D, a+ [ € D et aff € D. De plus 'anneau 2 posséde la propriété
supplémentaire de n’avoir pas de diviseur du zéro. C’est-a-dire qu’il n’existe pas d’«
et [ tels que aff = 0. Un tel anneau est appelé anneau d’intégrité.

La stabilité de ’addition sur 2 est évidente. La stabilité de la multiplication sur 2
peut étre aisément démontrée. Ainsi (a+ bw)(a’' 4+ b'wy) = aa’ + (ab’ +a'b)wy + bb'wd.
Si Dy # 1 (mod 4), alors wy = /Dy et on obtient (aa’ + bb'Dy) + (ab' + a'b)wy,
qui est clairement un membre du module ® = [1,wp]. Et si Dy = 1 (mod 4), alors
wi = (14+2vDy + Dg)/4 = (2+ 2Dy + Dy — 1) /4 = wy + (Dy — 1) /4. On obtient
finalement (aa’ + bb'(Dy — 1)/4) + (ab’ + a’b+ bb')wy qui appartient aussi clairement
au module ® = [1, wp).
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Ces propriétés nous permettent de considérer des congruences sur © : & = &
(mod n) si (& — &)/n € D, o n € D,— ce qui est un abus de notation(puisqu’il
n’existe pas nécessairement d’inverse multiplicatif sur ), il serait plus juste d’écrire
qu'il existe un t € D tel que tn = (& — &).

Théoréme 1.3.1 5@ D contient un sous anneau D* qui n’est pas composé unique-
ment de rationnels, alors D* est caractérisé par un unique nombre naturel n tel
que D* est le sous-ensemble d’entiers de ® qui sont congrus & un entier rationnel
quelconque modulo n.

Démonstration :

Clairement ceci signifie que ©* est I’ensemble de tous les nombres a € D tels que
a =r (mod n) pour r € Z,— il faut cependant utiliser la valeur positive de n pour
obtenir I'unicité mentionnée dans le théoréme. Evidemment tous les entiers de ®
qui sont congrues a un nombre naturel quelconque forment un anneau puisque les
entiers forment eux-mémes un anneau.

A Tl'inverse considérons le terme x + ywy € ©*. Etant donné que ®* D Z il existe
un terme z + ywy ou y # 0. Puisque ©* contient Z, x € ©*, donc ywy € D*. Soit
le plus petit tel |y| et appelons-le n. Par le lemme 1.1.0.1 nous savons que tous les
termes ywy (dans x + ywp) sont des multiples de nwy. L’expression générale d’un
entier appartenant & ©* est donc £ = x 4+ ynwy pour x et y quelconque. Ou & =z
(mod n) pour tous les £ € D* et inversement tous les £ € D* sont de la forme
T + ynwy. CQFD

L’anneau d’intégrité ©* correspondant a n sera noté par ©,. Donc ©; = 9.

Souvent, les modules ,, sont appelés «ordres» et écris @,,. Un ordre O est souvent
défini comme un sous-anneau de Q(v/Dy) tel que Z € O. L’ordre O; = D, est alors
appelé ordre maximal,— le plus grand ordre sur Q(y/ D). Nous n’utiliserons pas ici
cette nomenclature.

1.4 Modules et treillis

Un concept mathématique important doit étre briévement introduit. Nous ne pour-
rons qu’en effleurer toutes les subtilités et devrons méme nous faire violence et
demeurer un peu flou dans les preuves de certains théorémes car ceci nous éloigne-
rait trop de notre sujet principal. Cependant le lecteur doit développer une intuition
du sujet afin de pouvoir comprendre I'une des preuves pivots de ce mémoire.
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La définition d’un module donnée dans la section 1.1 est un peu simpliste. Evidement
I’ensemble tel que défini par I’équation (1.1) est un module, mais un module n’a pas
nécessairement de base finie. L’ensemble Q forme un module selon la définition
donnée, mais n’a pas de base. Il nous faut donc introduire quelques concepts.

Nous dirons qu’un ensemble fini de vecteurs V = [V}, V;, ..., V] est linéairement
dépendant s’il existe des entiers rationnels aq, as, ..., a,, dont certains ne sont pas
égaux a 0, tels que

aVi+aVo+---+a,V, =0. (1.8)

Autrement, ils seront dit linéairement indépendants. La dimension d’un mo-
dule 99t sera définie comme étant le nombre maximum de vecteurs linéairement
indépendants de 9.

Une norme est une fonction définie sur un ensemble de vecteurs V et dénotée ||v||,
pour un vecteur v € V. Une norme doit respecter les trois propriétés suivantes.

— Pour que le vecteur v € V soit nul il faut et il suffit que ||v|| = 0, (axiome de
séparation).

— Pour tout vecteur v € V et scalaire o, on a ||av|| = |a|||v]|, (axiome de
linéarité).

— Pour tout couple de vecteurs u,v € V, on a ||u+v|| < |lu]| + ||v||, (inégalité
triangulaire).

Un module est dit discret lorsqu’il existe une norme telle que pour tout v #0 € V

[oll > k € R (1.9)

pour un k constant et positif. Plusieurs normes peuvent répondre & cette définition.
Mais l'existence d’une seule norme est suffisante. Cette définition est parfois énoncée
ainsi : il existe une norme et un k constant tels que pour tous u,v € V, |[v—ul| > k.

Finalement, un treillis est défini comme étant un module discret possédant une
base finie.

Dans le cas qui nous concerne, nous pouvons constater que les entiers quadratiques
forment un treillis. Premiérement ® posséde une base finie de dimension 2, soit

[1, wo).
el = /SR (1.10)
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est choisie il peut aisément étre prouvé que D est discret. Primo, [|{]] = 0 si et
seulement si |£]2 + |£]? = 0. Ce qui n’est possible que si & = 0.

Secundo, si a est un scalaire,

lagll = \/(lagP + agl2)/2 = \Ja(I&P + [€2)/2 = ay/ (1€ + I€[2)/2 = allé].

Tertio si € et 7 sont des entiers quadratiques, alors nous désirons prouver : ||£+ 7| <
II€]l + |In||- Par définition nous avons (et nous cherchons a obtenir) :

VUE+m2 +1E+7P)/2 < /(6P +1€2)/2 + VP + P 2.

En multipliant par 4 et en prenant le carré des 2 cotés de I’équation nous obtenons :

IE+n*+E+a <[P+ n*+ €7+ 7>+ C (1.11)

ou C = 2v/((|¢2 + [€]2) (]2 + [72)) = 0.

En utilisant I'identité «a® +b* = (a + b)* — 2ab», nous pouvons écrire [£]* + |n|* =
(1€1+n))? —2[¢l[nl et [€]*+ (71> = (I¢]+ |71)* — 2/¢]|7. Ce qui nous permet de réécrire
I'équation (1.11) ainsi :

E+n+1E+a2+0< (|€+m)?+ (€ + |7)* + C. (1.12)

Etant donné que la valeur absolue respecte 'inégalité triangulaire, nous savons que
€+ < (I€]+ n))? et |€+7]% < (|€] + |7]). Donc si C' > 0, il pourra étre conclu
que dans ’équation (1.11), la partie gauche est inférieure ou égale terme a terme a la
partie droite. Et donc, étant donné que toutes les équations sont équivalentes entre
elles, nous devrons conclure que I'inégalité triangulaire est respectée par la norme
choisie.

Il ne nous reste plus qu’a démontrer que C’ est supérieur ou égal a 0.

C'= 2\/(|€||77|)2 + (€llah)? + (1€llnD? + (I&llal)? — 20l Inl + I&]la))-

C’ > 0 si et seulement si

(1€lnD* + (l&lial)* + (€l + ([€llaD* > (lnh)* + (€lla)? + 2(€]nll€]Inl)-
Ou (|¢]l7)? + (Il InD)* = 2(I¢|In|I€]|7]). Finalement

(1€lla)* = 2(€lmlI€llal) + (Il lmD)* = (([€]lal) — (1€]In1)* > 0.
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Ce qui est trivialement vrai. Ce qui implique que C’ est supérieur ou égal a 0 et que
I'inégalité (1.12) ainsi que l'inégalité (1.11) sont vraies . CQFD.

Finalement nous pouvons vérifier que ® est discret en remarquant que (|&|—|£[)? > 0.
Si 'expression est développée, nous obtiendrons

€7+ [€]* > 21¢€] = 2IN(¢)].

Par le lemme 1.2.0.2, nous savons que |[N(n)| > 1 & moins qu’¢ ne soit 0. Donc

1€l > 1. CQFD

Notons au passage que ||£]| = ||€|| ainsi que ||a|| = |a| si a € Z. Le treillis des entiers
quadratiques, associé a la norme (1.10), peut étre représenté dans le plan euclidien
par des points définis par les paires (7,7), ou n € ©. La norme (1.10) devient alors
simplement la distance, divisée par v/2, entre un point du treillis et I’origine du plan.

Un sous-module 9% d’un treillis £ est lui aussi évidement un treillis puisque toutes
les propriétés de £ sont stables sur 99t. 90t sera appelé sous-treillis. Donc tout
module quadratique est un sous-treillis de © de dimension 2 ou moins.

Théoréme 1.4.1 Tout treillis posséde une base minimale.
Théoréme 1.4.2 Tout module qui posséde une base forme un treillis.

Théoréme 1.4.3 Tout module quadratique M posséde une base M = [a, b+ cwy] 0w
a>b>0etc>0. De plus a est le plus petit entier rationnel positif appartenant a
M et b+ cwy est Uentier sur M ou wy posséde le plus petit coefficient.

Théoréme 1.4.4 Deur modules quadratiques, My = [a, B] et My = [7,6], sont
équivalents (égauzx) si et seulement s’ils peuvent étre mis en relation a l'aide d’une
matrice de dimension 2 X 2 composée d’éléments appartenant a 7 et ayant pour

déterminant +1 :
(3)-(a)(3): 119

Le dernier théoréme entend par équivalence de module qu’ils générent exactement
les mémes points dans le plan.
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1.5 Discriminent d’un module

Soit le module 9t € ® ayant la base M = [&;, &), ou & et & appartiennent & D.
Nous définirons la différente du module, d, ainsi :

& &
d=dM)=|  |=&6& 6. (1.14)

&1 &
Nous pouvons aisément remarquer que la différente n’est égal a 0 que si et seulement

si & et & sont linéairement dépendants. Ou si et seulement si le module 9 est
unidimensionnel.

Le module ©,, = [1, nwy| a pour différente

d=d®n) =nlwo-a) = { gV A HZL (A

Le discriminent A, que nous définirons par A = d?, est cependant une quantité
beaucoup plus importante. Le discriminent est toujours un entier rationnel positif,—
pour Dy > 0. Donc pour le module ®,, :

B [ n?Dy siDy=1 (mod 4)
De maniére générale, si 9 est un sous-module de ©,, alors
A(M) = j*A (D) (1.17)

ou j est appelé l'index de 90 sur ®,. L’entier j, représente aussi le nombre de
classes d’équivalences des éléments de 2,, modulo 9. Nous dirons que deux éléments
a; et o appartenant a D, sont congrus modulo MM, — a; = ap (mod IM),— si
(g —ag) € M.

1.6 Unités et divisibilité sur un anneau d’intégrité

Nous dirons qu’un élément oy € ® divise un élément o € D §’il existe un élément
as € D tel que
o= 0. (1.18)

Un élément p € © qui divise 1 est appelé unité. Les unités sont donc par définition
les éléments inversibles de ’anneau d’intégrité .
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Théoréme 1.6.1 L’ensemble des unités sur @, est formé de tous les éléments qui
ont leur norme égale a £1.

Démonstration :

Par définition, pour une unité p, il existe un 7 tel que pn = 1. Etant donné la
propriété multiplicative des normes, nous pouvons écrire N(p)N(n) = N(1) = 1.
Par le lemme 1.2.0.2 nous savons que la norme d’un entier quadratique appartient
a Z. Les deux seules solutions possibles pour la norme d’une unité sont donc +1.

A linverse, si la norme d’un élément p est égale a 1 il est alors trivial que p divise
1. CQFD

Corollaire 1.6.1.1 Les unités sur ® forment un groupe multiplicatif infini.

Théoréme 1.6.2 L’ensemble 4 = {log|p|}, ot p est une unité sur ®,, constitue
un treillis unidimensionnel.

Corollaire 1.6.2.1 ] existe une unité ¢ € 2, appelée unité fondamentale, tel
que pour toute unité p € D, p = +e* pour un k appartenant o Z.

Afin que 'unité fondamentale soit unique, nous la choisirons positive. Un résultat
immeédiat du théoréme 1.6.2 émerge : 'unité fondamentale est 'unité pour laquelle
log |p|, ot p > 0, est minimal. Nous appellerons régulateur, et le dénoterons par
R, le logarithme de 1'unité fondamentale. & génére LI

1.7 Idéaux

Un idéal a sur ®,, est un sous-anneau de ©,, (donc un sous-module) avec la propriété
supplémentaire que pour tout élément n € O,,, an € a pour tout o € a.

Un idéal a est dit principal s’il existe un élément o € a tel que a = {an} pour
n € ®,. Nous écrirons alors a = («) ou a = @,

Théoréme 1.7.1 Si (a) = (B) alors o= =0 ou o/ est une unité .
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Démonstration :

Etant donné 1'égalité, nous savons que B € (a). Donc B = na pour un n € D,,.
Similairement o = £8 pour un ¢ € ®,. On peut donc, & moins qua = B = 0,
conclure que 8 =n&B ou né = 1. CQFD.

Nous noterons parfois, lorsque nécessaire, par L(a) le plus petit entier rationnel de
Iidéal a.

Théoréme 1.7.2 Tout idéal a € D,, en tant que module posséde une base [a, b+ cw,]
ot L(a) =a>b>0eta>c>0. Depluscla et c|b. La base possédant ces propriétés
est unique.

Démonstration :

Etant donné qu’a est un module, le théoréme 1.4.3 s’applique certainement ici. Il ne
nous reste plus qu’a prouver que 0 < ¢ < a, que c|a et c|b, ainsi que 'unicité de la
base.

Le théoréme 1.4.3 nous dit qu’a est le plus petit entier rationnel positif de 1’idéal a,
il est donc certainement unique. Supposons alors qu’une seconde base [a, b’ + ¢w,]
existe ayant ces propriétés. Puisqu’a est un module et que ces bases sont minimales,
on peut écrire ax + (b + cw,)y = b’ + dw,. En égalisant les parties rationnelles et
quadratiques nous obtenons ax + by = b' et cy = .

Mais puisque b et b’ sont compris entre 0 et a alors nécessairement © = 0 et y = 1.
Supposons le contraire ; alors quel que soit x et y, |y| > 1. Ceci impliquerait alors que
|c'| > |c|. Ce qui nous ménerait immédiatement & une contradiction puisqu’il serait
impossible d’écrire b+ cw, dans la nouvelle base [a, V' + c'w,]. Donc, nécessairement,
y = 1; ce qui impose & x d’étre égal 4 0. Et donc ¢’ = ¢ et 'unicité de c est confirmée.

Etant donné qu’a € a et qu'w, € D,, aw, € a. Il existe donc ici aussi une unique
représentation aw, = az + (b + cw,)y. Ceci impose cependant qu’a = cy et donc
que cla. Donc ¢ < a et peut toujours étre choisi positif en multipliant par —1 si
nécessaire.

N(b + cw,) étant un entier rationnel et a étant le plus petit rationnel, il faut né-
cessairement qu’a divise N (b + cwy); sinon nous pourrions, par ’algorithme d’Eu-
clide, construire un entier rationnel plus petit qu’a et appartenant & a. Ceci im-
plique, par la définition de N (b + cw,), que le d, le pged(a, ¢), divise b. Nous savons
qu'ar + c¢s = d pour r et s judicieusement choisis. Nous savons aussi qu’aw, € d.
Donc aw,r+ (b+cwy)s = bs+dw,. Nous pouvons aussi écrire bs+w,, = ax+ (b+cwy,)y
ou z et y € Z. Ce qui impose I’égalité cy = d. Mais d < c et |cy| > |c|, donc sc = d,
s =1 et ¢ =d. Donc c|b par les commentaires précédents. CQFD.
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Théoréme 1.7.3 Un module [a, b+ cw,| tel que c|a, c|b et ac|N(b+cwy,) est un idéal
sur 2,.

Démonstration :

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que ¢ = 1 (voir la démonstration
du théoréme précédent). Donc, soit le module M = [a, b + w,] ot a|N (b + w,). Par
définition 9 est un idéal si et seulement si pour tout o € 3,, et pour tout 5 € 9N,
af € M. Développons le cas général et essayons de I’exprimer comme un élément
de 9N.

Soient @ = x + yw, € Dy et B =ra+ s(b+w,) € Mou z,y,r et s € Z. Nous
voulons montrer que (z + ywy)(ra + s(b + wy)) € M. En développant I’expression,
nous obtenons xra + xsb + Tsw, + Yw,Ta + Yw,sb + ysw?.

Supposons maintenant qu'w, = (1 ++v/D)/2. Dans ce cas,

wr=(142VD+D)/4=(1+VD+1+VD+ (D-1))/4=w,+ (D —-1)/4

Nous pouvons donc réunir les termes ainsi :

aff = zra+xsb+ys(D —1)/4 4 wa(ys + xs + yra + ysb) (1.19)

m

ol m est de toute évidence un entier rationnel.
Nous désirons, alors, exprimer I’équation (1.19) ainsi :
af =al +m(b+ w,) (1.20)

ou l et m € Z et m est défini a 1’équation (1.19). Remarquons d’abord que
NOb+w,) =0b+1/2+VD/2)(b+1/2=VD/2) = +b— (D —1)/4.
Alors al + mb = zra + xsb + ys(D — 1) /4. En remplagant m, nous obtenons
al = xra + xsb+ys(D —1)/4 — ysb — xsb — yrab — ysb>.
Regroupons les termes et simplifions :
al = xra — yrab+ ys((D — 1)/4 — b — b?). (1.21)

Nous nous apercevons qu’a divise les deux premiers termes trivialement et qu’a
divise le dernier groupe, puisque I’expression (D — 1)/4 — b — b? n’est rien d’autre
que la norme de (b + w,), qu’a divise par hypothése. Ce qui implique qu’l € Z.
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Nous avons donc démontré que pour D = 1 (mod 4), 9 est un idéal. La preuve
pour D # 1 (mod 4) est similaire, 'arithmétique étant simplifiée par le fait qu'w,
est alors égal a v/ D. Nous ne ferons donc pas cette partie de la démonstration.
CQFD.

Nous dirons qu’un idéal a = [a, b+ cw,| est primitif s’il posséde une base ou ¢ = 1.
Nous appellerons l'index du module a la norme de 1’idéal a et P’écrirons N (a).
N(a) = cL(a) et N(a) = L(a) pour un idéal primitif.

Nous définirons la sommes de deux idéaux comme étant I’ensemble

c=a+b={a+p} outaca p[eb. (1.22)

On peut aisément voir que ¢ est un idéal. De plus ’addition d’idéaux est commuta-
tive, — a+b = b+a,— et associative,— a+ (b+¢) = (a+ b) + ¢. De plus l'inclusion
a C a+ b peut-étre trivialement vérifiée.

Nous utiliserons la notation a + b = (a, b). Dans le cas particulier des idéaux prin-
cipaux, nous utiliserons, si a = (a) et b = (§);

(@) +b=(a,b)
““"{ (@) + (8) = (0, B)

Finalement l'idéal (a1, o, ..., @) = a1®p + 0Dy + - -+ + Dy,

L’idéal a = (a, §) peut étre vu comme un module ayant pour base [«, 3] ou les
coefficients sont pris sur ®,,. Donc, naturellement, si le module 9 = [a, §] est un
idéal, alors (a, B) constitue le méme idéal.

Nous définirons la multiplication d’idéaux ¢ = ab comme étant ’ensemble de toutes
les combinaisons linéaires finies possibles de multiples d’éléments pris sur a avec des
éléments de b ou les coeflicients sont pris sur I’anneau d’intégrité ou sont définis a
et b. En notation mathématiquesia; € a C®,, 3; € b C D, et n;; € D, alors

¢= {Z Z Ui,jai/jj} (1.23)

i=1 j=1

Cette définition émerge de la théorie des ensembles et est totalement indépendante
de la base des idéaux considérés. Dans le cas qui nous concerne nous pouvons utiliser
une autre définition pour des idéaux quadratiques. Si a = (a1, a3) et b = (54, 52)
alors

c=ab= (Oqﬁl, a1 B2, aafh, 04252) (1-24)
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La réduction de systéme de générateurs & une base de 2 éléments n’est pas une
tache triviale. Nous donnerons plus loin, a la section 3.2, un algorithme permettant
de multiplier 2 idéaux réduits (un concept définit plus loin) et de récupérer une base
canonique.

Evidement, I’équation (1.24) nous permet de voir, que pour deux idéaux principaux,
a = (a) et b = () leur multiplication ¢ = ab = (af) est un idéal principal. Nous
pouvons, de plus, aisément prouver que la multiplication d’idéaux est commutative,
associative et distributive sur I'addition d’idéaux,— a(b + ¢) = ab + ac.

Lemme 1.7.3.1 Si l'idéal primitif a a pour base |a,b+ w,], alors toutes les bases
la, £(na + b+ w,)|, ot n € Z, générent aussi l’idéal a.

Nous dirons qu’un idéal a = [a,b + w,] C B, est réduit si et seulement si il est
primitif et qu’il n’existe pas d’a € a tel que les deux affirmations suivantes soient
vrais simultanément : |«| < L(a) et |a| < L(a).

Théoréme 1.7.4 a C D, est un idéal réduit si et seulement si il existe un B € a tel
que a = [a, 5] et que (B respecte les deux conditions suivantes : > a et —a < § < 0.

Démonstration :

Supposons qu’a = [a, 7| soit un idéal réduit ou a = L(a). Il existe certainement une
infinité de paires (z,y), on = et y € Z, telles que |za + y7y| < a. Ceci est évident
puisque pour 'unité fondamentale €, e ! est inférieur a 1. Il existe donc un ng > 0
tel que pour une paire quelconque (r, s), |e "||ra + sy| < a et ce pour tout n > ny.

Choisissons 'une de ces paires v = ra + s et considérons tous les éléments qui
répondent simultanément aux conditions |za + yy| < v et |xa + y7| < a. Nous pou-
vons facilement visualiser ceci en utilisant la représentation des treillis quadratiques
décrite a la page 18. Les 2 conditions réunies demandent qu’un point du treillis soit
a I'intérieur d’une boite ayant une surface de 4a|v| unités carrés et centrée a ’origine
du plan. Mais par les propriétés d’un treillis, seulement un nombre fini de point du
treillis peuvent exister dans une boite finie.

Soit 8 > 0, un tel point, tel que 3 soit minimal parmi tous ces points. Puisque |3| < a
et qu’a est réduit, alors nécessairement 8 > a. On peut donc écrire 0 < g — a < S,
ce qui implique que |3 —a| = |3 — a| > |a| > |B|, sinon, nous aurions un élément
plus petit que S qui répondrais aux mémes conditions que 3, ce qui contredirait la
minimalité de 3. Cette derniére équation implique que 3 et a n’ont pas le méme
signe et donc que 3 < 0.
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Il ne reste plus qu’a prouver ici que [a, 5] forme une base équivalente a [a, y]. Soient
pet g €7Z tels que 8 = pa+ ¢qv. Si |q| > 1, alors soit s tel que p = s (mod |ql),
ou |s| < |q|/2. Alors (8 — sa)/q = 7 + za pour = un entier rationnel. Si |u| =
|(8 — sa)/q| € a, nous pouvons donc écrire la chaine d’inégalités suivante : || =
|(B—sa)/q| <|B/q|+|sa/q| < a/2+a/2 = a. Donc |jz] < a. Par définition u > 0 et
en écrivant la chaine d’inégalités u < |8/q|+|sa/q| < /24 a/2 < B, nous arrivons &
la conclusion que p posséde les mémes caractéristiques que S tout en étant plus petit
que [, contredisant du méme coup I'hypothése de minimalité de 5. En conclusion
lg| <1 et donc étant donné que g ne peut pas étre égal & 0, ¢ = £1, et par le lemme

1.7.3.1, [a,7] = [a, 5]

A T’inverse, supposons qu’a = [a, 3], ott a = L(a) et 3 > a et —a < < 0. Si a n’est
pas un idéal réduit, alors il doit exister un p # 0 € a, tel que |p| < a et |p]| < a.
Soient z et y tels que p = za + yB. Nous pouvons donc réécrire : |za + yfS| < a et
\za 4+ yB| < a. Nous constatons immédiatement, par la premiére inégalité, que si
x = 0 alors y = 0 ainsi que si y = 0 alors z = 0; donc xy # 0. Si zy > 0, alors il peut
étre vérifiée que la premiére inégalité ne peut étre satisfaite. Si zy < 0, alors cette
fois-ci c’est la seconde inégalité qui ne peut étre satisfaite. Nous concluons donc que
p ne peut exister et qu’'a est un idéal réduit. CQFD.

Corollaire 1.7.4.1 Si a est un idéal réduit sur D, alors L(a) < v/A,.

Démonstration :

Du corollaire précédent nous savons qu’a = [a, 8], o f > a et —a < 8 < 0. Donc

a<B—PB=uw,—w,=+VAN,. CQFD

Nous déduisons du théoréme précédent qu’il n’existe qu'un nombre fini d’idéaux
réduit sur 3,,, puisqu’il n’existe qu’un nombre fini de a possibles et que les b possibles
dans la base [a, b+ w,] sont compris entre 0 et a.

Théoréme 1.7.5 Si a = [a,7] C D,, est un idéal primitif et que L(a) < /A, /2,
alors a est un idéal réduit sur 2,,.

Démonstration :

Définissons # comme étant égal & y+|—7/a] a. Alors, par le lemme 1.7.3.1 a = [a, /]
De plus en réécrivant 3 = (¥/a + |—7/a])a, nous nous apercevons aisément que
—a < 8 < 0. Sachant que 3 — 5 = w,, — &, il peut étre écrit, 8 > w, — @, — a. De
plus les conditions du théorémes imposent qu'w, — @, = /A, > 2a. Donc 8 > a.
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Nous pouvons donc, en appliquant le théoréme 1.7.4, conclure qu’a est un idéal
réduit. CQFD

Pour terminer cette section, nous donnerons quelques résultats en vrac. Nous n’en
donnerons pas les démonstrations qui peuvent toutes trouvées dans [9]. Ces résultats
sont utiles afin de développer une intuition plus grandes des idéaux et servirons plus
tard a accélérer certaines preuves.

Nous dirons que 1'idéal ¢ divise I'idéal a s’il existe un idéal b tel que a = bc.
Théoréme 1.7.6 L’idéal a divise l'idéal b st et seulement si b C a.

Théoréme 1.7.7 Si b = (5) est un idéal qui divise ’idéal a, alors pour tout o € a

Blev.

L’idéal conjugué a de a est défini comme étant a = {@} pour tous les o € a. Alors
a est un idéal.

Lemme 1.7.7.1 Si a = [L(a),~| est un idéal, alors aa = (N(a)) = (N(L(a))).
Théoréme 1.7.8 Si a et b sont des idéaux, alors N(a)N(b) = N(ab).

Théoréme 1.7.9 Sia = («) est un idéal principal, alors N(a) = |N(«)|.

Particuliérement, si « € Z alors N(a) = o

1.7.1 Classe d’idéaux

Nous dirons que deux idéaux, a et b, appartenant a ©,, sont équivalents s’il existe
des entiers a et 5 tous deux appartenant a 3,, tels que

a(a) = b(p). (1.25)
Nous écrirons alors : a ~ b.

Cette relation est évidement transitive, réflexive et symétrique. Chaque idéal a ap-
partient & une classe d’équivalence que nous noterons A = @, ou a est la classe
d’équivalence de a. Nous définirons ensuite le produits de classes d’équivalences
comme étant le produit de membres représentatifs. Ou, si C = AB, alors C = ¢ ou
¢ = ab. Il est évident que I'unité sur ce groupe est I’ensemble de tous les idéaux
principaux.
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Lemme 1.7.9.1 5% a et b sont deur idéauzr équivalents appartenant & D, alors il
existe un vy € a tel que

0t 0 < v < L(a).
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Chapitre 2

Fractions continues

2.1 Fractions continues finies

Une fraction continue est une expression de la forme

1
¢=CLO+

a1

ol Gy, A1, ...,0; € 7.

Nous utiliserons la notation

¢ = [ag, ar, ag, - - -, a
ol ag,aq,...,a; sont appelés quotients incomplets de la fraction continue.

Trivialement

- [aO] = aTOa

__agai+1
- [ao, CLl] = —Oalo et
a2ai1ap+az+ag

- [a05 ai, aZ] = azal+1
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De plus

[ag, a1] = ag + —,

a
1
[CL(), a1,0a9,...,0;_1, CI,t] = [0'07 a1,09,...,0;_92,0¢ 1 + a—] et
t
1
[ag, a1, ag,...,a; 1,a;)] = ag + = [ag, [a1, a9, ... ,a; 1,a4].
[abam ey Op1, at]
Plus généralement
[ag, a1, a9, ..., ai_1,as] = [@0, Q15+, Gm_1, [Gm, Qmits - - -, Gg)]- (2.1)

2.2 Reéduites

Nous appellerons le nombre rationnel
[ag, a1, ..., ay) (0<n<t)

la réduite d’ordre n de [ag, a1, - - -, ay]

Théoréme 2.2.1 Si A, et B,, sont ainsi définis :

A() = Qop, Al = a1a9 + ]_, An = anAn—l + An—2 (2 S n S t),

BO =1, B, = ai, Bn = aan—l + Bn—2 (2 <n< t),
alors

| | =

ag, A1,...,0n _Bn

Théoréme 2.2.2 A, et B, ont les propriétés suivantes

1. Aan,1 — Anlen = (_1)71—1 ,

7

2. Aan—Q - An—2Bn = (_1)na'n ;

to

B, > B,_1 Vn >1, avec inégalité pour n > 1;

B,, > n, avec inégalité pour n > 3 ;

SAl

B, > & on & = 145,
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2.3 Assignation de valeurs

Si ¢ = [ag, a1,-..,0;1, 0], alors on peut exiger qu’a; > 0,Vi > 1. Nous appellerons
¢; la quantité [a;, a;y1, ..., 01, Gyl
Donc trivialement ¢g = [ag, a1, ..., a;_1,a;] = d et ¢; > 1. Si x,, = g—:, alors ¢ = x,.
Théoréme 2.3.1
p 1
1=
Z (¢i — [¢:])
et
a;i = | ¢

2.4 Caractéristiques diverses des fractions continues

2.4.1 Différence entre les réduites et le nombre & approximer

Théoréme 2.4.1 Sin > 0, alors

A 1 1 1
*T B, BB, ~ B2 92D

Théoréme 2.4.2 S .

Pl <—, (2.2)

q 2¢*
alors, p/q est une réduite de z.
2.4.2 Fractions continues périodiques
Si ¢ € Q alors ¢ = [ag,a1,0a9,...,a; et t est fini. Une fraction continue infinie

représente toujours un nombre irrationnel. Si ¢ est de la forme @ ol a,b,c € Z
et D > 0 alors la fraction continue le représentant est périodique. C’est & dire
qu’'a; = a1 pour tout [ > L et un k fixe appelé période de la fraction continue. La

suite ar,ar41,-..,0r+% 1 forme la période de la fraction continue. La fraction peut
étre écrite ainsi
¢. _ [aiaai-f—l)'"aaLaa'L-i—la"'aa'L-Hc—l] pour ¢ < L)
Z - . - . .
@iy Git1y -5 Giproi] pour ¢ > L.

Si ¢ est représenté par une fraction continue périodique alors ¢ = @ oua,b,ce€Z
et D> 0.
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2.4.3 Autres Caractéristiques

Par I’équation (2.1) et la définition des réduites nous pouvons écrire

_ (bmAmfl + Amf2

= = 2.3
qs ¢O QsmBmfl + Bm72’ ( )
et donc 4 6B
m—2 — m—2
= _ 2.4
¢ ¢Bm—1 — Am—1 24)

Si nous utilisions ’équation (2.4) pour définir ¢,,.1 et que nous remplacions ¢, 1
par (Pmii + VD) /Qmsr et ¢ par (Py + VD)/Qo, et qu’aprés avoir développé le

tout, nous réunissions les termes irrationnels en une égalité, nous obtiendrions :
Gm = m+1Bm + Qm—l—le—l == AmQO - BmPO (25)

Cette expressions nous sera utile pour simplifier certain calculs.

2.5 Fraction continue d’un entier quadratique

Soit I’entier quadratique ¢ = £ +\/5, ou P et () € Z. Dans le développement en
fraction continue de ¢, ¢; est évidement un entier quadratique, puisque chaque a;

Pi+vVD

est entier. De plus ¢; est de la forme 0 D ot P, et Q; € 7Z et peuvent étre ainsi

calculés :

Théoréme 2.5.1 Si¢ = PJB/B, P,Q € 7, est un entier quadratique ot Q|(D— P?)

azors¢0:¢,P0=PetQ0:Qet@:%—@ ot

- Py =qQ; — P,

D—P2
- Qi1 = O-Fi) Q;H) et

- ¢ = VP“L‘E)J .

Q;
Alors
- F)z'a Qz € Za
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- Qil(D - P?).

Démonstration :

Procédons par récurrence. Le cas de base, 1 = 0, s’avére étre vrai trivialement
) bl
puisqu’il s’agit des conditions mémes du théoréme.

Supposons que pour tous les 0 < i < j, P;,Q;(# 0) € Z, que Q;|(D — P?) et que
¢; = (Pi+v/D)/Q;. Alors
Py =qQ; — P € Z.

De plus

Qis1 = (D-— Pz’2+1)/Qi
(D - (%‘Qz‘ - Pi)2)/Qi
(D= P})/Qi+2¢:P, — ¢Q; € Z.

Etant donné que D n’est pas un carré parfait, D — Pf+1 # 0, et donc

Qi+1= (D — P%,)/Qi # 0.

Finalement
qb- = 1 —_— 1 e Ql
i (¢i—Lo:]) —Pig‘,/ﬁ_qi Pi—q;Qi+VD
— Qi _ Qi(Piq1+VD) _ Pipi+VvD &
= Tha+vD  D-PL, Qi Tl
CQFD.

Si Q [ (D — P?) alors nous pouvons remplacer @ par |Q|Q, P par |Q|P et D par
Q2D.

Le résultat suivant peut étre utilisé afin que tous les calculs soient effectués sur Q.

Théoréme 2.5.2

{%J st Q; >0,

q; =
Pi+1+|VD| .
el g <o
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Donc [\/ DJ n’a a étre calculé qu'une seule fois.

~Ey (VD—Pm)(VD+Ppn) _ _ D—P} - _Qm  _ S
Soit 1y, = Q == Alors O /DI T O (BPS = VDiE = 1/¢m. Evide-
ment 0 < ¥, < 1
Soit la fonction 6, ainsi définie :
0, =1, sz (k> 1). (2.6)
Alors trivialement, 8, = 1,03 = Y115 ... et
O < Om_1 ou 0.0, >0-1 (2.7)
Théoréme 2.5.3 .
—1)*~ _
N(0;) = ED" @, (2.8)
Qo
O = (=1)*""(Ay 2 — ¢By ). (2.9)

Démonstration :
Par le théoréme 2.5.1 nous savons que ;11 = (D+
(2.6), I’équation (2.8) peut étre prouvée par récurrence.

CAS DE BASE : k = 2.

¢1 \/_ P1
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RECURRENCE :
Supposons maintenant que (2.8) soit vrai pour tous les j > 2 et inférieurs a k.

Alors, étant donné la propriété multiplicative des normes, N(6;) = N(0x_1)N(g_1)-

2
D-Pi_, _ Qi

2_2 - Qr—2"

N(by_1) = % par hypothése et N(¢_1) = —

—1 k—2 - - —1 k—1 B
Donc N(ek) _ )QOQk 2(_3:_;) _ )QoQk 1

La seconde partie du théoréme 2.5.3 se prouve aussi par récurrence en utilisant
I'équation (2.4). CQFD.

En remplacant ¢ par (P ++v/D)/Qo dans I'équation (2.9) et en utilisant I’équation
2.5, nous obtenons :

O =(—1)k (Ak-2Qo0 — PoB—2 — VDBj_s)
QO (2.10)
4-1Gm—2— VDB,

— Q@

Etant donné que G,, peut étre exprimé a 1’aide de termes n’appartenant qu’au déno-
minateur de réduites de différents ordres, nous avons ainsi éliminé, dans I’expression
pour 6, tous les termes A; des réduites, ce qui simplifiera les calculs. Nous pouvons
donner encore une autre expression pour 6. En remarquant que 0y o = Yy 19050k,
ainsi que l'identité Y19, = —qrx + 1, alors nous pouvons écrire les récurrences
suivantes :

0k—|—2 = —qk0k+1 + Hk, 01:—1{2 = qkﬁk_il + Hk_l (211)

Pour les quelques théorémes suivants, nous nous intéresserons au signe de ¢yy,.
Théoréme 2.5.4 Pour toutm > 1, ¢,, < 0 si et seulement si P, < /D et Q,, > 0.

Démonstration :
Trivialement, lorsque Py, < v/D et Q,, > 0 alors ¢,, = (P, — V' D)/Qum < 0.

Par contre si ém < 0. Etant donné que ¢, > 1, nous savons que 2\/5/Qm =
Gm — Gm > 0. Ceci impose donc & Q,, d’étre positif et & P, d’étre inférieur a v/D.
CQFD.

Nous noterons au passage qu’étant donné que ¢,, > 1, nous pouvons écrire P, >
Qm—VD > —/D. Donc, lorsque ¢,, < 0, 0n a |Py,| < vVDet0 < Qu < Pp+VD <
2v/D.
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Théoréme 2.5.5 Pour tout m > 2, si ‘g{)o - <f_>0| > 1/By_1Bm_s, alors ¢, < 0.

Démonstration :

Par 1’équation (2.3), nous savons que :

G Am-1+ Am 2

¢mBm—-1+ Bm-2

GmAm—1Bp—1 + Ap_2Bp 4
Br—1(¢mBm—1 + Bm—2)

OmAm-1Bm1+ Am 2B 1+ A 1Bro — A 1B o

Br—1(¢mBm—1 + Bm—2)

OmAm-1Bm-1 + Ap_ 1B _ Am—1Bm—2 — Am—2Bm_1
Br—1(¢mBm-1 + Bm—2) Br—1(¢mBm—1 + Bm—2)

A1 (1)m=1

Bn1 Bp1(¢mBm—1 + Bp—2)

$o =

Pour obtenir la derniére égalité, il faut utiliser la premiére propriété du théoréme
2.2.2. Nous pouvons donc écrire :

1 1
Bm—l(q_smBm—l + Bm—2) Bmfl (qﬁmBmfl + Bme) '

(=1)™(¢0 — bo) =

Donc si ¢, > 0, alors

|¢o—<ﬁo‘ < max{ = ! ) ! }
Bm—l((mem—l + Bm—2) Bm—1(¢mBm—1 + Bm—2)
1
< Bm—le—2 .
CQFD.

Corollaire 2.5.5.1 Si, pour tout m > 2, B2_, > ‘QO/Z\/E , alors ¢ < 0.

Démonstration :

Nous savons que |¢o — do| = 2v/D/|Qo| > B2y > 1/Bp_9Bm_1. CQFD.

Corollaire 2.5.5.2 Si m > max[1,3 + log(|Qo|/2v/'D)/(21log ®)], alors ¢, < 0.
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Démonstration :

Si m > 34 log(|Qo|/2v/D)/(21logT), alors ceci implique que 723 > |Qq|/2v/D.
Par la derniére expression du théoréme 2.2.2 nous pouvons conclure que B2 _, >

r2m=3) > ‘QO/Q\/E‘ et m > 2. Nous pouvons donc appliquer le corollaire 2.5.5.2 et
obtenir le résultat escompté. CQFD.
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Chapitre 3

Entiers quadratiques et idéaux
quadratiques

3.1 Lien entre les deux concepts

Dans ce chapitre, nous ferons le lien entre la section sur les idéaux (section (1.7))
et le chapitre précédent sur les fractions continues. Nous y décrirons comment un
idéal peut étre représenté par un nombre quadratique, et vice versa. En utilisant les
propriétés des fractions continues et celles des idéaux, nous montrerons toute une
série de nouvelles propriétés des idéaux et des nombres quadratiques.

Définissons la valeur o comme étant égale & 1 si Dy Z 1 (mod 4) et a 2 autrement.
Alors I'wy de I’équation (1.6) peut se réécrire ainsi :

O'—]_+\/D()
C{J():f.

Ainsi nous pourrons traiter toutes les congruences possibles de Dy d’un seul coup.

Soit Iidéal a = [a, b+ wy], nous pouvons associer a cet idéal un nombre quadratique
(P ++vD)/Q tel que @ = ao et P =bo + o — 1. Alors a peut étre ainsi réécrit :

Q P+VD

g g

(3.1)

ol P et @ sont des entiers rationnels, o|@ et 0Q|(D — P?). La derniére propriété est
facile & comprendre si nous nous souvenons qu’a|N (b + w,) = —(D — P?)/o2. Donc,
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a tout idéal primitif nous pouvons associer une paire d’entiers rationnels (P, Q).
Trivialement, 'idéal (1) est associé & (o — 1,0).

A l'inverse, soient P et Q € Z tels que o|Q et 0Q|(D—P?) alors le module [Q /o, (P+
V/D) /0] constitue un idéal ayant pour base [a,b+wy], ol a = Q/o et b= (P+1 —

o)/o.

Qu’arrive-t'il si nous développons (P + v/D)/Q en fraction continue? Les paires
(P;, Q;) représentent-elles des idéaux primitifs légaux ? C’est ce qu’affirme le théo-
réme suivant qui est d’'une importance centrale dans la théorie des idéaux quadra-
tiques ainsi que dans la théorie des formes binaires quadratiques.

Théoréme 3.1.1 Soit a; = a = [a,b + w,] et soient Py = P et Qy = Q, pour P

et Q tels que définis plus haut. St ¢,_1 = P"ZL%ID est obtenu par le développement

en fraction continue de ¢y = 1’0-6570\/5, alors 6y = [Qm_1/0, (P14 VD)/0o] est un
idéal et

(QOem)am = (mel)a (3.2)
ol 0, est défini par I’équation (2.6)

Démonstration :

A T’aide d’une preuve similaire & celle du théoréme 2.5.1 il peut aisément étre dé-
montré que le module a,, est un idéal.

A T’aide de I'équation (2.9) du théoréme 2.5.3 nous pouvons écrire

O\ _ 1
(o )= ()

o [ —Am_ By
Xm - (_1) ( Am—? _Bm—i >

et, par la premiére propriété du théoréme 2.2.2 | X | = £1. Nous pouvons donc écrire
I’égalité de module suivante :

(om)[la q/)m] = [om: 9m+1] = [1: ¢0] (33)

ou

Remarquons que (Qo/0)[1,$9] = a;. De plus, puisque nous savons que b, =

1/¢m = (\/E - Pm)/mel et donc (mel/o')[la 1/¢m] = [mel/o', (\/E — Pm)/a]
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Par définition P, = {(Pm_1 + \/E)Qm_lJ Qm—1 — Pyn_1. Nous pouvons donc écrire

(Qum—1/9)[1,1/bm] = [Q@m-1/0, (Pp-i — 7Qm_1 + VD) /o] ot r € Z. Alors, par le
lemme 1.7.3.1, (Qm-1/0)[1,1/dm] = aum.

Nous pouvons maintenant réécrire I’équation (3.3) ainsi
(Qogm)am = (Qm—l)am
CQFD.

L’équation (3.2) du théoréme 3.1.1 peut étre ainsi reformulée :

(L(a1)0m)an = (L(ay))a (3.4)
Corollaire 3.1.1.1 5% a; est un idéal réduit obtenu par développement en fraction
continue d’un idéal a; réduit, ou 1 > j alors

a; = ?/_Jz'—lai—1 (3-5)

a; = (%) a;. (3.6)

Théoréme 3.1.2 Si ¢, <0, alors a1 est un idéal réduit.

Démonstration :

Soit v = |P,+v/D|/o. Etant donné que ¢,, > 1, nous savons donc que v > [@Q, /0| =
L(a,,11). Par définition, nous pouvons écrire que N(Y) = ¢pmdmL(ami1)? < 0 et en
conclure que 4 < 0. Soit

B=1-7/L(ams1)] L(ami1) +7.
Par le lemme 1.7.3.1 nous pouvons écrire
U1 = [L(amt1), 7] = [L(am1), Bl

ou 8 > L(ay,s1) et, en utilisant le méme truc que dans la preuve du théoréme
1.7.5, nous déduisons que —L(a,,41) < 8 < 0. Nous pouvons donc conclure, par le
théoréme 1.7.4, que I'idéal a,,,; est un idéal réduit. CQFD.

Du théoréme précédent et du corollaire 2.5.5.2 nous pouvons aisément conclure le
corollaire suivant :
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Corollaire 3.1.2.1 Soit a = a; = [Qu/0, (Py + VD) /o] un idéal primitif sur D,,
alors pour tout m > myq tel que

mo > max[2,4 +log(|Qo|/2VD)/ (2 log ®)],

a,, est un idéal rédust.

Le théoréme suivant est important d’un point de vue calculatoire et est donc men-
tionné ici sans démonstration.

Théoréme 3.1.3 Pour le plus petit m > 1, dans le développement en fraction conti-
nue de ¢og = (Py+vD)/Qo, tel que 0 < Q1 < VD, a,, est un idéal réduit et

_ 2Qo
o1 <« =,
" Qm—l

Nous avons démontré jusqu’ici que le développement en fraction continue appliqué a
un idéal primitif a; quelconque générera éventuellement un idéal réduit a,,, équivalent
a a.

Théoréme 3.1.4 Sia = a; est un idéal réduit, alors —1 < ¢; < 0.

Démonstration :

Etant donné qu’a; est réduit, nous savons que L(a;) = Qo/o < VA = 2V/D/o,—
corollaire 1.7.4.1. Soit v = L(a,)¢y = (VD — P1)/o € a;. v pouvant aussi étre écrit
ainsi, ¥ = Qo/(c¢1), nous déduisons que 0 < v < Qy/o, puisque ¢; > 1. Etant donné
qu'a; est réduit, cela implique que |§| > Qo/0. Sachant que 0 < vD — P, < 2v/D
donc P, ++v/D > 0 et donc 7 = (=P, — VD)/o < —Qu/o < 0. Ce qui nous permet
de conclure que 7/(Qo/c) = 11 < —1. Sachant que ¢; = 1/1; nous pouvons obtenir
le résultat escompté. CQFD.

Nous savons, par les commentaires qui suivent le théoréme 2.5.4, que |P| < VD,
lorsque ¢; < 0. Nous pouvons conclure, par le méme raisonnement, que 0 < F; < v D
lorsque —1 < ¢; < 0.

Les théorémes 3.1.2, 3.1.4 et le corollaire 3.1.2.1, pris ensemble, nous montrent que le
développement en fraction continue d’un idéal quadratique générera éventuellement
un idéal quadratique réduit et que tous les idéaux successifs seront, eux aussi, réduits.
Le théoréme suivant nous apprend, lui, que tous les idéaux réduits d’une classe
d’équivalence seront éventuellement engendrés par cette méthode.
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Théoréme 3.1.5 Si a = a; et b sont deux idéaux réduits et équivalents sur 2,, et
que (7)b = (L(b))a oo v € a et 0 < v < L(a), alors il existe un m > 1 tel que

b=ua, et b, =v/La).

Nous pouvons conclure de cette section que les idéaux principaux réduits forment un
cycle, que nous appellerons R, dans lequel nous pouvons nous déplacer en utilisant
le développement en fraction continue. De plus chaque idéal a;, appartenant a R,
a deux voisins bien définis. L’un,— celui de droite (a;11),— se calcule en utilisant
le développement en fraction continue tel que décrit jusqu’ici, et I’autre,— celui de
gauche (a;_1),— se calcule avec un algorithme similaire mais qui va dans 'autre
direction du cycle. Le lemme suivant nous sera utile pour dériver cet algorithme.

Lemme 3.1.5.1 Si a; = a est un tdéal primitif réduit, alors

6= |(Pus +VD)/Qi|.

Démonstration :

Etant donné les conditions du théoréme, nous savons que —1 < ¢; < 0 pour tous les
i > 1. Par définition ¢;,1 = 1/(¢; — ¢;). Nous pouvons donc isoler ¢; et conclure que

Ceci impose donc & ¢; d’étre la partie entiére de ¢;, 1, puisque ¢; € N. Donc
¢ = [(=1/@i1)] = [~Bira] = | (Pua + VD)/Qs] .
CQFD.

A T’aide de ce lemme, nous pouvons nous apercevoir que le théoréme 2.5.1 est parfai-
tement inversible, dés que nous tombons sur un idéal a; réduit lors du développement
en fraction continue. Nous pouvons dés lors calculer, a partir de a;, aussi aisément
a;,_1 qu’a; 11, ainsi que toutes les valeurs qui s’y rattachent.

3.2 Composition et multiplication d’idéaux

Nous avons décidé, au chapitre 1, de retarder & plus tard la description d’un al-
gorithme de multiplication d’idéaux. Nous ne donnerons ici qu’un algorithme qui
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génére la base canonique de la partie primitive résultant de la multiplication de
deux idéaux principaux et réduits.

Soit I'idéal ¢ = ab ou a et b sont principaux et réduits. Alors I'idéal ¢ est un idéal
principal. Il n’est cependant pas nécessairement primitif. Si ¢ = [a3, b3 + c3wy],
nous savons par le théoréme 1.7.2 que c3]bs et que cs|az. Nous pouvons donc sortir
de l'idéal ¢ I'idéal principal (c3). Donc ab = [a4, by + wy](c3). Malheureusement le
module ¢ = [ay, by + wy|, 00 age3 = ag et bycg = bz, n’est peut-étre pas un idéal,
mais un simple module. S’il s’avérerait étre un idéal, il serait un idéal principal. Il
nous faut démontrer que le module ¢’ est aussi un idéal et nous n’aurons plus qu’a
calculer la base canonique [a4, bs + wy].

Nous savons par le théoréme 1.7.8 que N(a)N(b) = N(c) = N(¢')N((c3)). Etant
donné que az|N (b3 + c3w,) et que c3|bz, nous pouvons écrire qu’as| N ((b3/cs+wy)cs),
ce qui implique qu’az|(c3N (bs + wy)). Maintenant, a3 est soit égal & c3 ou az [ c3,—
puisque as|cs et c3laz <= a3 = c3,— ce qui implique, si az # c3 qu'az|N(bs + wy)
et donc, par le théoréme 1.7.3 et sachant qu’ay|as, as|N(by + wy) et ¢ constitue un
idéal principal. Si a3 = ¢3 alors Iidéal ¢’ = [1, b4 + wy,| = [1,w,] = i et donc, 14 aussi,
¢’ constitue un idéal principal.

Nous savons, par le théoréme 1.7.8 et la définition de la norme pour les idéaux
primitifs, que N(c¢) = ajas ot a; = L(a) et ay = L(b). De plus par le théoréme 1.7.9,
nous pouvons écrire que a;az = N(¢')ci. Donc N(¢') = L(¢') = as = ajaz/ci. 1l ne
nous reste plus qu’a calculer c3 et by

Réécrivons le tout sous la forme décrite au début de ce chapitre. C’est-a-dire :
a = [Ql/O', (P1 + \/5)/0'], b= [QQ/O', (PQ + \/l_))/O'] et ¢ = [Q4/O’, (P4 + \/5)/0']
L’idéal ¢ sera dénoté, lui, par [as/c, (bs+c3v/D) /o] puisqu’il n’est pas nécessairement
primitif. Alors,

¢ = [Ql/av (Pl + \/5)/0-][@2/07 (P2 + \/5)/0-]

[@Q1Q2/0%, (Q1P2 + Q1VD)/a?,
(@P.+ QuVD)o?, (PP, + D + (P + P)VD) /o)

= [as/o, (bs + c3VD)/0] = (¢3)[Qs/0, (Ps + VD) /o]

(3.7)

Nous pouvons donc écrire que N(¢') = Q4/0 = %
3

Etant donné I'équivalence des bases, nous pouvons écrire la combinaison linéaire
suivante

c3 = pQ1/0 +nQ2/o + M(Pr + P») /o (3.8)
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ol i, net A € Z. Par le théoréme 1.4.3, nous devons trouver le coefficient ¢3 minimal.
Les coefficients u, n et A peuvent donc étre calculés a I’aide de ’algorithme d’Euclide ;
nous nous apercevons immeédiatement que c3 = pged(Q1 /0, Q2/0, (P + P,)/0).

Connaissant c3, nous sommes désormais en mesure de calculer P,. Naturellement, la
méme combinaisons linéaire qui a servi a calculer c3 nous servira a calculer b3. Donc

b3:MQ1P2/0'+77Q2P1/0'+)\(P1P2+D)/O’ (39)

pour les mémes p, n et A qu’a I’équation (3.8). Cependant P, n’est pas bs, mais par
définition

L (4QuPy/o + 1QuPy /o + A(PiPy + D) /o) (mod Q) (3.10)

P4E—
C3

Voila donc une méthode de base pour calculer ¢’. Récapitulons le tout :

Théoréme 3.2.1 Soient a; = [Q;_1/0,(Pi.y + VD)/o] et a; = [Qj_1/0,(P;_1 +
VD) /o] deux idéaux réduits, alors, a;a; = (U)c ou lidéal ¢ = [Qy/o, (Py + /D) /o]
est primitif et peut étre calculé ainst :

1. A Vaide de Valgorithme d’Euclide, calculez x1, yi etY tels que :
21Qi—1/0 + 11Qj—1/0 =Y = pged(Qi—1/0,Q;-1/0) (3.11)
ou x1,y1 et Y € Z.
2. A Uaide de Ualgorithme d’Euclide, calculez x4, yo et U tels que :
Zo(Pi—1 + Pj_1) /o + yoY = U = pged((Pi-1 + Pj-1)/0,Y) (3.12)
ou Xo, Yo et U €7
3. Posez Qy = %

4. Posez

1
P, = 5(92151@'—113]'—1/0 + Y11 Q1 Pisi /o
+ Z'Q(Hflpjfl + D)/O') (mod Qk)

(3.13)

Nous nous apercevons facilement qu’z 1y, = p, qU'y1y2 = 1 et qu'ze = A

Nous pouvons donc réduire 1'idéal ¢ obtenu a I’aide du développement en fraction
continue. Résumons le tout :
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Théoréme 3.2.2 S [’idéal
1

¢ = i = |Q/o, (P + VD)/o

a été obtenu a laide du théoréme 3.2.1, alors l'idéal a), ~ a1 = ¢ est réduit et est
obtenu ainsi :

1. Soient Qy =Q, Py=P, By =1 et B1 =0.

2. Calculez q;_,, Q}, P/ tels que prescrit au chapitre 2 ainsi que B; 1 = ¢,_,B;_o+
B;_s jusqu’a ce que o < Q' < \/D.
3. Calculez q;, Qi,,, P/, et B;.

K3

4. Définissez
k:=i+2 d, :=|Q, ,/o,(P, ,+VD)/o| et

o1 Gr—2 — Bk—2\/5

0, :=(-1) 7

De plus, 0 < P,_, <D, 0 < @Q},_, <2VD etie O(log(|Qo|/2vD)/(21log ®)).

L’étape 3 est nécessaire pour s’assurer que —1 < ¢p_1 < 0, ce qui implique que
0< P_,<VD.

Lemme 3.2.2.1 Pour By_, tel que défini au dernier théoréme,

By < (gh_p + 1)(Q4 VD).

3.3 La fonction de distance

Nous commencerons cette section par montrer que 'idéal principal (1) =1 = D,
est un idéal réduit. Par définition i est réduit si et seulement si aucun « € i n’existe
tel que —1 < a < 1 et —1 < & < 1. Supposons au contraire qu’il existe un o =
b+ cw, #0 € itel que =1 < b+ ciw, <1et -1 < b+ cw, < 1. Supposons, sans
perte de généralité, que (b + cw,) > 0. Alors, ceci implique

-1 < —(b+cw,) < N+ cwy) < (b+ cwy) < 1. (3.14)
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Mais par le lemme 1.2.0.2, nous savons que la norme de tout entier quadratique est
un entier rationnel et qu’elle n’est égale & 0 que si ’entier quadratique est égal a 0.
L’équation (3.14) exprime donc une impossibilité et nous en concluons qu’i est un
idéal réduit.

Par le corollaire 3.1.1.1, tout idéal principal réduit peut donc étre exprimé ainsi :
Nous appellerons p; = |6;] le générateur de a;, ceci simplement pour distinguer la
fonction 0 et les générateurs d’idéaux principaux.

A chaque idéal principal et réduit, nous pouvons associer un nombre réel que nous
appellerons distance de I’idéal. Cette distance, que nous noterons ¢, sera défini
ainsi :

0; = log(ps)- (3.16)

Cette fonction est, de toute évidence, monotone croissante puisque —1 < é; <0, ou
¥; < —1, pour les idéaux réduits.

Il peut aussi étre aisément démontrées, sachant que 0 < P; < v D ainsi que
o < Q; < 2v D, les propriétés suivantes de ;.

Corollaire 3.3.0.1 St a; =1, alorsVi > 1 :

1og <|hi| <aqi+1,
2. &i'&i—i—l > 2 et

3. 1+ 1/VA < || < VA.

De ce corollaire, nous déduisons que la distance n’augmente que de O(log(D)) a
chaque itération du développement en fraction continue.

Théoréme 3.3.1 Soit ¢ = (1/U)a;a;, ot a; et a; sont deux idéaux principaur et
réduits, et soit a), l'idéal réduit calculé a partir du théoréme 3.2.2 ou o) = c. Alors
a), = Ay, = ()i, pour m > 1, et 6, = 6; +6; + ¢, ot |e| = (log(D) + O(1)).
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Démonstration :
Souvenons nous premiérement que Gy_o = P;_,Bi_2 + QJ}_, Br_3. Nous savons, par
le théoréme 3.2.1, que Q) = Q;—1Q,—1/(cU?), donc

U Qi1Qj.

L’étape 3 du théoréme 3.2.2 nous assure que k£ > 2, ainsi, nous avons B,_o > 1, et
donc

! Gj—o + Bi_ovV/D
|k|_ k-2 + k2\/_JU'

0, Gy2+ By_oVD 1

4D 4

i~
Y

puisque 0 < P!_, < +/D.

De plus étant donné que 0 < @Q)_; < 2v/D, alors Gx_5 < 3vVDBy_,. Donc, en
utilisant le lemme 3.2.2.1,

\ < 3Bg-oV'D + By_oV/D _ 4By_oV'D
Q@ Qo

?r\l

< |6k <4(g—»+1) = O(D).

S|

Posons maintenant qu’e = log(|0|/U), alors par la derniére équation, |e| = log(D)+
O(1). Si a; = p; et a; = pj et si @y, = i, alors a,, = (6;/U)a;a;. Donc py, =
(0% 1/U) i _

D’otl nous concluons que d,, = log(um) = log((|0;|/U)pip;) = € + 6; + ;. CQFD

Nous pouvons aussi définir la distance entre un idéal et un nombre réel positif. Soit
a; un idéal réduit et principal et x un nombre réel positif, alors la distance entre
I'idéal a; et £ € RT sera ainsi définie :

Etant donné que & est monotone croissante, nous pouvons conclure qu’il existe un
unique 7 € Z tel que 6; < x < ;1. Si a; = p; ou 0; = log(u;), alors nous appellerons
a; le voisin gauche de z, que nous noterons a_(z), et a;.1 le voisin droit de z,
que nous noterons a, ().

Evidement, pour un z € R, nous pouvons calculer I'unique i tel que §; < z < §;41.
Nous n’avons qu’a calculer le développement en fraction continue de i, ainsi que
la distance a chaque itération, jusqu’a ce que nous ayons obtenu le bon idéal. Ce-
pendant, si z est polynomial en v/A, nous aurons besoin d’itérer un nombre ex-
ponentiel de fois, puisque, par le corollaire 3.3.0.1, || < V/A. La distance n’aug-
mente donc & chaque itération que d’une quantité logarithmique en v/A,— 0ir1 =

5, + O(log(VA)).
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Supposons, tout d’abord, que nous ayons x,y,7 et j tels que §; < x < d;41 et
0; <y < 6j41. En appliquant le théoréeme 3.2.1 & a; et & a; et ensuite le théoréme
3.2.2, nous obtiendrons ag, ou k ~ i+ j. De plus O(ag,x +y) = 0 —x —y =
d(a;,z)+0(a;,y)+e. Il est cependant évident qu’ay, n’est pas nécessairement 'unique
idéal tel que 0y < x + y < dri1- Nous pouvons cependant calculer I'unique a
remplissant cette condition en itérant un certain nombre de fois avec 1’algorithme
de développement en fraction continue. Combien de fois cela sera-t-il nécessaire ? Le
théoréme 3.3.0.1 nous dit que ;10,1 > 2. Ceci implique que H;igg”r Y; > 2. Nous
pouvons donc ajouter =0(log(v/A)) a la distance avec O(log(v/A)) itérations. Ce
qui nous permet de calculer I’idéal a;s recherché en temps polynomial du nombre de
bits nécessaire pour exprimer D.

Théoréme 3.3.2 Soient s € Z, x € R et a; tel que §; < x < 6;41. Alors a,,, tel que
Om < ST < Opy1, peut étre calculé en temps polynomial comme suit :
1. Soit la décomposition binaire de s : s =" b;2"7 ou b; € {0,1} et by =1,
2. Soient zy :=x et a_(z) = a;,
3. Vjdelar

(a) Calculez a_(2z;_1) et définissez a_(z;) := a_(2z;_1),

(b) Sib; =1, calculez a_(z + z;) et définissez a_(z;) := a_(x + 2;),
4. Définissez a_(sx) := a_(z).
Cet algorithme utilise ’exponentiation normale afin de calculer la multiplication &
partir de l’addition, communément appelé multiplication a la russe (voir [19]).

Nous pouvons donc calculer en temps polynomial, pour tout z = O(vVA) € Rt
I'unique idéal a,, tel que 6, < < dypy1-

49






Chapitre 4

Un algorithme d’échange de clefs

Nous avons développé jusqu’ici un outillage mathématique complexe, mais n’en
n’avons mentionné aucune utilisation possible. Bien que tout ce matériel ait été
développé dans le cadre de la théorie des nombres, une application cryptographique
en a été proposée en 1989 par BUCHMANN et WILLIAMS [5]. Ils proposérent d’utiliser
les idéaux quadratiques réduits afin de construire un protocole d’échange de clefs.
Ce protocole est en fait une adaptation du célébre protocole proposé par DIFFIE et
HELLMAN en 1976,voir [10]. Nous commencerons par décrire le protocole de DIFFIE
et HELLMAN, pour ensuite expliquer le protocole de BUCHMANN et WILLIAMS, en
nous basant sur [25].

4.1 DIFFIE et HELLMAN

Soit p un nombre premier. L’algébre de base nous apprend que Z, forme un corps et
que le groupe multiplicatif Z; constitue un groupe cyclique. C’est a dire qu’il existe
un générateur a € Zy tel que pour tout 5 € Z; il existe un 7, ou 0 <4 < p—2, tel que
B = o'. Le groupe Z3; comporte p—1 éléments et est isomorphe au groupe Z/(p—1)Z.
Ceci implique que I'arithmétique du groupe peut étre effectuée uniquement sur les

exposants, oll les exposants sont pris (mod (p—1)). Donc si 8 = o' et v = o alors
/ny = a/iaj = aH'j = a(i‘i'j) (mod (P_l))_

Le protocole de DIFFIE et HELLMAN est simple. Deux partis, Bob et Alice, veulent
s’échanger une clef qui leur servira plus tard, par exemple, & communiquer a 'aide
d’un chiffre. Si Bob et Alice n’ont pas la possibilité de se rencontrer en un lieu stir
ol leur conversation ne peut étre surveillée par un tiers parti malveillant, ils doivent
alors posséder un protocole leur permettant de s’échanger une clef au vu et su de
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tous, et cela sans compromettre la stireté de leur clef. Dans le protocole de DIFFIE et
HELLMAN, Bob et Alice doivent d’abord s’entendre sur un nombre premier p et un
générateur o du groupe Zy, tous deux publiques. Ensuite vient le protocole lui-méme,
voir figure 4.1. Bob choisi un exposant = au hasard, ou 2 < x < p — 2, et calcule
B = a® € Z,. Alice choisi, elle aussi, un exposant y au hasard, ot 2 <y < p—2, et
calcule v = o¥ € Z;. Bob transmet 3 a Alice et Alice transmet y & Bob. Finalement
Bob calcule K; = 7* € Z} et Alice calcule K, = ¥ € Z7. Evidement K, = K, = o™,
Alice et Bob ont donc calculé le méme élément K. Cet élément K peut maintenant
leur servir de clef.

Les informations publiques accessibles & un tiers parti espion sont :

p,a, B3,7. (4.1)

Evidement, si notre espion était capable de récupérer 'exposant z & partir de 3, le
protocole ne serait pas str, puisqu’il n’aurait plus qu’a calculer v* pour retrouver
K. Ce probléme est appelé logarithme discret et est réputé étre calculatoirement
difficile. Rien, cependant, n’oblige un tiers parti a calculer le logarithme discret.
Nous pourrions imaginer une boite qui, lorsque donné 7 et o en entrée, retournerait
7'°8a(8) | Ce probléme est connue sous le nom de probléme de Diffie et Hellman.
Evidement, le probléme de DIFFIE et HELLMAN n’est pas plus difficile que le lo-
garithme discret, mais 'inverse n’est toujours pas démontré. C’est- a-dire que le
probléme de DIFFIE et HELLMAN pourrait éventuellement s’avérer aisé, sans que le
logarithme discret ne le soit.

La notion de difficulté de ces deux problémes est plus empirique que théorique.
Dans les faits, il n’existe présentement aucune preuve rigoureuse pouvant démontrer
la difficulté de I’'un ou ’autre. Les informaticiens considérent ces problémes comme
étant difficiles puisqu’aucune solution polynomiale n’est connue.

Fi1G. 4.1 — Le protocole DIFFIE et HELLMAN

Bob calcule
f=a B
Alice calcule
ot v=a’
Bob calcule Alice calcule
K=" K =p
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4.2 BUCHMANN et WILLIAMS

4.2.1 Une ébauche

Dans cette section nous décrirons un protocole d’échange de clefs qui a été proposé
par BUCHMANN et WILLIAMS en 1989 [5]. Ce protocole n’a été bien décrit qu’en
1994 |25] et nous nous baserons sur cet article tout au long de cette section.

Nous commencerons par donner une version simplifiée du protocole. Nous dévelop-
perons par la suite certains détails afin de donner une version compléte du protocole
plus loin dans ce chapitre.

Nous utiliserons la notions de distance entre un idéal quadratique et un nombre réel.
Bob et Alice doivent tout d’abord s’entendre sur un anneau d’entiers quadratiques
9,, ayant un grand discriminant v/A. Notez que Dy n’a pas & étre connu. L’anneau
%, est choisi par le simple choix de D qui a peu de chance de ne pas avoir un diviseur
quadratique si D a été choisi de maniére uniforme.

Bob choisit ensuite un nombre réel positif b € O(v/A), et calcule I'idéal b = a_(b),
ainsi que (b, b). Il transmet finalement a Alice le doublet (b, d(b,b)). Alice choisit,
elle, un nombre réel positif a € O(VA), et calcule I'idéal a = a_(a), ainsi que
d(a, a). Elle transmet ensuite a Bob le doublet (a, d(a, a)). Bob calcule ensuite ’idéal
¢ = a_(ba) & partir de b, a et 0(a,a). Alice calcule de son coté I'idéal ¢ = b_(ab) a
partir de a, b et 9(b, b).

Nous pouvons deviner immédiatement que la fonction 9(a, a) ne révéle strictement
rien sur la distance de l'idéal a, puisque pour tout idéal a; il existe un nombre
x € Rt tel que d(a;,z) = 9(a,a). De plus, rien ne semble révélé sur la distance
des idéaux a et b a moins que la version du logarithme discret sur la classe des
idéaux soit une tache aisée a calculer. Nous reviendrons plus loin sur la siireté de
ce protocole. Cet algorithme a cependant deux problémes. Primo, nous ne savons
toujours pas comment Bob pourrait calculer ¢ & partir de b, a et d(a, a). Et secundo,
cet algorithme utilise des nombres réels dont la précision n’est pas limitée. Il nous
faut donc remédier a ces deux problémes.

4.2.2 Une révision algorithmique

Premier détail, nous ne souhaitons pas calculer des logarithmes & chaque itération.
Nous utiliserons donc I'exponentiel de la notion de distance. Si a; = (1) est un idéal
réduit ayant pour distance d;, nous définirons sa distance exponentielle comme

93



étant €% . La distance exponentielle d'un idéal & un nombre réel z sera dénotée par
A(a;, x) et sera définie ainsi :

Maj,z) = €92 = e, (4.2)

Mais comme nous ’avons mentionné, nous ne pouvons pas, en pratique, utiliser des
nombres réels quelconques pour effectuer nos calculs. Nous devrons donc utiliser une
approximation rationnelle & toute distance. Nous approximerons donc une distance
Aaj,z) € R par A(a;j, ) € Q ot le dénominateur est fixe. Nous définirons la fonction
)\ ainsi

Aaj, z) = w, o M(aj,z) € Z™. (4.3)

La précision de 5\(aj, x) est donc limitée a p bits. Nous définirons I’erreur relative de
la fonction A par :
Aay, z)
a;,r) = ——=. 4.4
p( 77 ) )‘(aj; :1:) ( )
Etant donné l’erreur introduite dans les calculs, nous ne serons plus capable de
calculer a_(z) pour z € R*, mais seulement un idéal réduit a(z) € {a_(z),a,(z)}.
Pour alléger la notation, nous utiliserons les simplifications suivantes :

Nous pouvons réécrire la premiére et la derniére propriété du corollaire 3.3.0.1 ainsi :

Corollaire 4.2.0.1 Soient x € R et j € Z tels que a; = a_(z) et aj41 = a(z),
alors

1. 1/(gj—1 + 1) < Ma_(z),z) <1< May(z),z) < gj—1 + 1,

2. Ma_(z),2) > 1/VA et May(z),z) < VA.
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Finalement, quelques constantes ainsi que quelques propriétés les concernant doivent
étre définies avant de présenter les algorithmes dont nous aurons besoin.

Soit B > 2 € N tel que B = ©(D") pour un n € N. B sera utilis¢ comme borne

supérieure dans le choix des distances a et b par Alice et Bob. Posons les constantes
suivantes :

* — 1 = 1

d_’VQP\/E-" X_1+2P713 g_1+47l\/5J7 (45)

2

2
v = [9—1211]’ K = (1_X7_1> , A= gl/lﬁBz

ou p est choisi selon le critére suivant :

2P23m?L¢5JB?

Evidement v, g, x, K et A sont plus grand que 1. De plus, le critére utilisé pour
choisir p nous garantie, pour la distance exponentielle, une précision polynomiale en
log D. Finalement v sera utilis¢é comme borne inférieure pour la fonction M partout
dans nos algorithmes.

Le théoréme suivant nous indique comment calculer & partir de a(x) et a(y), I'idéal
a(z+y) ol x et y appartiennent & R*. Nous n’avons jamais formulé rigoureusement
un algorithme accomplissant cette tache, mais n’avons qu’argumenté, bien qu’avec
peu de rigueur, en faveur de I'existence d’un tel algorithme.

Théoréme 4.2.1 Soient a(x) et a(y) appartenant & R, ainsi que M(x) et M(y) ow
z,y € RY tels que

o M(.T), M(y) > s
~ a(z) € {a_(2),a+(2)} et a(y) € {a_(y),a:(y)},

g7 < plx)p(y) <9,

alors, lidéal a(z +y) € R tel que a(x+y) € {a_(z+y),ar(z+y)} et M(z+y) > v
peut étre ainst calculé :

1. Calculez a laide du théoréme 3.2.1 lentier U et lidéal primitif ¢ tels que
¢ = (1/U)a(z)a(y).

2. Calculez, a laide du théoréeme 3.2.2 l'idéal réduit a;, ainsi que 0, tels que a =
gkt.
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3. Posez

Q

4. Cas 1: (1<L<g? Posex
Gz +y) =a, Mz+y):= |Vg2p5\(x)5\(y)“ = [gw .

Cas 2 : (L < 1) Calculez ax,1 et posez

P2P + d*
Tk = 21)’ Tk+1 = ’Vu—‘ .
Qk—1
Calculez ayj, pour j > 2, ainsi que
Thrj = Qhrj—2Thrj-1 + Thrj2 (4.7)

Jusqu’a ce que k + j =n tel que T, > 2P /L > T,,_1. Posez

dz+y) = an Mz +y) = {%Mx)i(yﬂ - [T’ﬂ .

Cas 3 : (I > ¢%) Posez

P,_,2? *)2p—1 P,_2? *
Ry o1, e [V (]

Qr—2(2P71 +1) XQk—2

Calculez a_;, pour j > 1, ainsi que
Tej1:=quj1Te—j+Thji1

jusqu’a ce que k —j — 1 =n tel que T,,_1 > L2P > T,,. Posez

Q(r+y) = an, M(z+y) = {?T:j\(a:):\(yﬂ - EQTPW .

Pour une preuve que cet algorithme fait bien ce qu’il prétend faire, consultez [5].
Cet algorithme, bien qu’il semble compliqué, ne fait que ce dont nous avions discuté
a la fin du chapitre précédent, mais dans le contexte ou a (x) n’est pas connue
exactement, et oll x n’est accessible qu’a travers ’approximation de sa distance
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avec 'idéal a(z). Les trois premiéres étapes du théorémes ne sont vraiment que
Iinitialisation. Au cas 1, le critére 1 < L < ¢* nous permet de décider que I’idéal
ay, calculé lors de initialisation est le bon idéal,— a; € {a_(z +y),a,.(z +y)}. Au
cas 2, nous devons avancer dans le cycle R en calculant des idéaux a;; dont la
distance augmente jusqu’a ce qu’elle réponde & un critére d’arrét nous permettant de
conclure que le dernier idéal aj; calculé est le bon,— axy; € {a_(z+y),ar(z+y)}.
Et au cas 3, nous ne faisons que reculer dans le cycle R.

Quelques remarques supplémentaires s’imposent sur les différentes valeurs utilisées
dans ce théoréme. Les valeurs § et L sont des approximations a |0 et A(ay, z + %)
respectivement. En utilisant I’équation (2.11) du chapitre 2, nous nous apercevons
que T est une approximation a 8, /0y, ot n et k sont tels qu'utilisés dans le théoréme
4.2.1. Le lecteur peut donc s’apercevoir qu’M(z+y) est bel et bien une approximation
a 2°Aay,, z +vy).

Nous pouvons donc revoir le théoréme 3.3.2, dans ce nouveau contexte.

Théoréme 4.2.2 Soient s € Z, x € R et a(x). Alors a(sx), peut étre calculé en
temps polynomial comme suit :

1. Soit la décomposition binaire de s : s =y ;_ 027" o b; € {0,1} et by =1,
2. Soient zy :=x et a(z) := a(x),
3. Videlar
(a) Calculez a(2z;_1) ainsi que M(2z;_1) et définissez 6(z;) := a(2z;_1) ainsi
que M(z;) := M(2z;_1).
(b) Sib; =1, calculez a(z; + x) ainsi que M(z; + x) et définissez a(z;) :=
a(z; + x) ainsi que M(z;) := M(z + ).
4. Définissez a(sx) := a(z,) et M(sx) := M(z,).

Quelques observations s’imposent. Il est évident, en supposant que ¢! < p(z;_1)? <
g aprés 1'étape 3a ainsi que g ! < p(2z;)p(x) < g aprés 'étape 3b, qu’il peut étre
conclu que M(z;) > v, ainsi que a(z;) € {a_(2;),a(2)} et ce pour tout les i, tel
que nous l'indique le théoréme 4.2.1. Les deux prochains théorémes nous indiquent
que cela est possible. Ils nous fournissent aussi une construction qui respecte les
conditions des théorémes 4.2.1 et 4.2.2.

Théoréme 4.2.3 Soient a et b, deux entiers rationnels bornés par B et c un nombre
réel. De plus soit a(c) = a; tel que a;_1 et a; € R, ainsi que M(c) > vy et A™! <
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p(c) < A, alors M(abc) > v, a(abc) € {a_(abc),a;(abe)} et g=' < p(abe) < g on
a(abc) a été obtenu en appliquant le théoréme 4.2.2 & lidéal a(c) et a b suivit d’une
application du théoréme 4.2.2 a l'idéal a(be) et a Uentier rationnel a.

Théoréme 4.2.4 Soit
Q P+VD

o o

a=(p) = €R,

ot a est obtenue en réduisant quelques fois l'idéal i = (1),— au moins 2 fois. Alors
en posant ¢ = log(|p|), a(c) = a et M(c) = 2P, a(c) et M(c) respectent les conditions
du théoreme 4.2.5.

Nous avons donc maintenant tous les outils nécessaires a 'implantation du pro-
tocole d’échange de clefs présenté a la section 4.2.1 de ce chapitre. Tout a un
petit détail prés. Nous sommes maintenant capable de calculer un idéal a(abc) €
{a_(abc), ay(abc)}. Mais rien n’'indique qu’Alice et Bob calculerons le méme idéal.
Alice pourrait trés bien calculer a_(abc) et Bob a  (abc). Il nous faut donc développer
une procédure nous permettant de réconcilier les résultats des deux partenaires.

4.2.3 Réconciliation

Le premier résultat de cette section s’applique a l'idéal obtenue par le théoréme
4.2.2.

Lemme 4.2.4.1 Soient l’idéal a; € R ainsi que M(a;,z), ot x € R, alors M(a;_1, )
et M(a;41, ), peuvent étre calculés ainsi :

1. Calculez a; 1 ainsi que ;1.

2. Posez
0 g34<{¢ﬂ

[log,2|VD) +1)| si Py = |VD|.
Posezt:=s+p, d:= [2’5\/5-‘ et

. 2PP+d 1 d-2'P,
Qi T 2'Qi1
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3. Alors

—M(az‘,%)-‘ , M(aga,z) = Mz‘M(az‘,x)-‘ :

Dans ce lemme, v; et 1;_; sont des approximations a |4;] et |1;_1| respectivement.
Notre objectif est maintenant de fournir une méthode a Alice et Bob leur permettant
de calculer le méme idéal. La représentation de cet idéal pourra dés lors leur servir
de clef.

Soit t(z) I'idéal qui minimise d(a,z) pour tous les a € R. Evidement, v(z) €
{a_(z),a;(x)}. Le théoréme suivant fournit la solution a notre probléme.

Théoréme 4.2.5 Soient a, b, ¢, a(c) et M(c) tels que décrits au théoréeme 4.2.3.
Si A(t(abc),abc) > g* ou A(t(abe),abe) < g2, alors a(abc) = ay(abc). Si g2 <
A(t(abe), abe) < g?, alors t(abc) est Iidéal j d’entre a(abe) et ses deuz voisins tel que

2° (1+27)g°

7 < M(j, abc) < L (4.8)

Naturellement j est soit a(abc) ot 'un des deux voisins calculés a 1’aide du lemme
4.2.4.1. La procédure pour se réconcilier est la suivante. Les deux partenaires ap-
pliquent chacun de leur coté la condition explicité par I’équation (4.8). Si les deux
partenaires arrivent a calculer 'idéal j, ils ont donc calculé le méme idéal : t(abc).
S’ils n’y arrivent pas,— aucun des trois idéaux ne réalise la condition (4.8) ,— alors
ils ont tous deux calculé I'idéal a, (abc). Si non, le théoréme utilise une conditions
indépendante des idéaux a(abc) et a(bac) calculés par Alice et Bob, et donc si I'un
deux n’arrive pas a calculer I'idéal j tel que la condition de ’équation (4.8) soit vrai,
alors soit A(t(abc), abc) > g* ou A(r(abe), abe) < g—2. Et donc, ils ont tous les deux
calculé a, (abc). Dans tous les cas, ils peuvent s’entendre sur un unique idéal.

Le protocole est récapitulé a la page 60. Quelques commentaires & propos du proto-
cole sont nécessaires. Primo, ce protocole exige un tour de communication de plus
que le protocole original de DIFFIE et HELLMAN. Ce second tour ne consiste cepen-
dant qu’en un seul bit. Secundo, la structure utilisé pour le protocole n’est pas celle
d’un group, mais celle d'un quasi-groupe. Etant donné que la distance des idéaux
n’est pas une propriété purement additive, la multiplication d’idéaux réduits n’est
pas associative. Et tertio, obligation est faite de travailler avec des approximations
de nombres réels.

La structure de quasi-groupe est une caractéristique intéressante de ce protocole,
en ce sens que c’est une caractéristique rarement utilisée et qu’elle ne semble pas
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F1G. 4.2 — Le protocole BUCHMANN et WILLIAMS

D, ¢, a(c) et M(c)

Bob choisit b < B
et calcule

a(be) et M(bc) a(bc) et M(be)

a(ac) et M(ac)

Bob calcule
a(bac) et M(bac)
Ainsi que 'unique
j tel que
léquation (4.8) soit vrai
Sij existe I'gogy = 1
sinon I'gep =0
1—‘Bob

I‘Al'ice

Si T'gob = ' Atice = 1
Alors Kgop =
Sinon Kpe = a(bac)

Alice choisit a < B
et calcule
a(ac) et M(ac)

Alice calcule

a(abc) et M(abe)

Ainsi que 'unique

£ tel que

I'équation (4.8) soit vrai
Si ¢ existe I' gjice = 1
sinon I' gjjce = 0

Si Tgop = Tatice = 1
Alors K gpice = £
Sinon K gjice = 6(abc)
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ouvrir une porte d’attaque contre ’algorithme. Les deux autres caractéristiques sont
cependant des vices qui mériteraient d’étre éliminés. Un protocole a été proposé en
1997 par SCHEIDLER, STEIN et WILLIAMS, voir [26], ou la fonction de distance
a maintenant pour image l’ensemble Z, ce qui permet, dans un premier temps,
d’éliminer le recours aux approximations de nombres réels, et, dans un second temps,
d’éliminer le second tour de communication. Ce protocole utilise les corps réels
quadratiques de congruence de fonctions. Ce corps est défini a ’aide du corps fini
F, et d’un polynéme D € F,[z] sans diviseur quadratique et de degré pair. Le corps
utilisé est alors simplement K = F, + F,v/D. Le protocole est fort similaire & celui
décrit dans ce chapitre, mais la distance y est définie comme le degré d’un polynéme
représentatif d’un idéal qui est, lui, toujours un sous-anneau sur K. Tous les calculs
y sont fait sur des polyndmes.

4.2.4 Sireté

Tout comme pour le protocole de Diffie et Hellman, peu est connue de la sécurité
de ce protocole. Les informations publiques accessibles & un tiers parti espion sont :

D, ¢, B, a(c), M(c), a(bc), M(be), a(ac), M(ac), T gop, T aice- (4.9)

La seule maniére connue de s’attaquer au protocole est de calculer le logarithme
discret sur le quasi-groupe. Celui-ci est définie comme le calcul de la distance J;
associé a un idéal a;. Evidement, pour que ce probléme soit difficile, il est nécessaire
que le nombre d’idéaux contenu dans le cycle R soit exponentiel en log(D). Sinon,
pour un idéal quelconque, la distance peut étre calculée a ’aide de ‘2& itérations, en
moyenne, de Ialgorithme de développement en fractions continues. Si |R| est grand,

cette technique naive est hors de question.

Notons par / la taille de R : £ = |R|. Alors étant donné que R est un cycle, par
le corollaire 3.1.1.1, nous savons que pour un % > j, @; = (éi/éj) a;. Et donc, si
a; = a;, alors nécessairement (6;/0;) =i = (¢"), ol € est I'unité fondamentale. 11
peut étre démontré, consultez [7], que sii = j+£+1 alors (;/6;) = (e). Ce résultat
indique d’ailleurs une maniére de base pour calculer €. Le régulateur, , du domaine
d’intégrité est définie comme le logarithme de I'unité fondamentale : ® = loge. La
distance d’un idéal est donc toujours inférieur au régulateur : Vi 0 < §; < R. Cette
discussion est nécessaire pour arriver & la conclusion que si z € R est suffisamment
grand,— plus grand que le régulateur,— alors I'unique i, tel que §; < z < d;,1, sera
supérieur a £. Cette conclusion n’affecte en rien les algorithmes développés jusqu’ici.
Mais nous devons en tenir compte a partir de maintenant.
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En supposant qu'un adversaire puisse calculer le logarithme discret sur le quasi-
groupe, il peut alors récupérer ac, par exemple, ainsi :

f\(a(ac),ac) = M;ZC) s 08(ac),ac)

ce qui implique, en isolant ac, que :
ac = §; — log(M(ac)/2P) + kR, (4.10)

ou ¢; est la distance de 'idéal a(c) calculé par 'adversaire et £ € N. De maniére
générale R est beaucoup plus grand qu’ac, et donc k devrait étre petit, ce qui
permettrait & 'adversaire de trouver ac rapidement.

Par un résultat de BUCHMANN et WILLIAMS, [6], si le logarithme discret sur le
quasi-groupe peut étre solutionné efficacement, cela implique une solution efficace
pour le calcul du régulateur. Par un résultat de SCHOOF, [27], une solution efficace
permettant de calculer le régulateur permet de factoriser D efficacement. Le loga-
rithme discret ne peut donc pas avoir de solution efficace en général si la factorisation
s’avére difficile. A I'instar du protocole de DIFFIE et HELLMAN, I'inverse n’a toujours
pas pu étre démontré. Il se pourrait donc que ce protocole sur le quasi-groupe soit
attaquable sans que le logarithme discret ou la factorisation ne soit solutionnable
efficacement. De plus, la factorisation pourrait s’avérer étre aisée a solutionner sans
que le probléme de BUCHMANN et WILIAMS ne le soit.
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Chapitre 5

Une attaque quantique

Nous présentons dans ce chapitre un algorithme fort récent dii & Sean HALLGREN
[15]. Cet algorithme est une adaptation du célébre algorithme de SHOR permettant
de factoriser. Le lecteur est donc fortement encouragé a lire 'annexe A avant de
s’attaquer a ce chapitre.

La transformation de Fourier qui est au cceur de I'algorithme de SHOR est utilisée
pour calculer la période de fonctions agissant sur les entiers rationnels modulo un
autre entier p. Cependant, les problémes que nous aimerions résoudre sur les entiers
quadratiques,— le calcul du régulateur ou le logarithme discret sur le quasi-groupe
par exemple,— sont tous exprimés a 1’aide d’entiers rationnels et de nombres réels.
Nous devons donc trouver une maniére de discrétiser la notion de distance avant de
pouvoir construire un algorithme quantique solutionnant le logarithme discret sur
le quasi-groupe.

5.1 Calcul du régulateur

Nous savons que la fonction f : R — R xR définie par f(z) = (a_(z), —0(a_(z), z))
est cyclique et a pour période R, le régulateur.

Nous dirons qu’une fonction ¢ : Z — X, ou X est un ensemble quelconque, est
périodique et qu’elle a un pas de S, pour S € R, si pour une fraction m des
entiers k < S, ou h est un polynome: f(k) = f(k+|jS]) ou f(k) = f(k+[jS]) Vj €
N. Nous écrirons alors f(k) = f(k + [2S]) ou [jS] signifie soit |jS| ou [5S] selon le
cas,— ou encore [jS] = jS +y; on —1 <~; <1.
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Nous pouvons définir une fonction f qui sera périodique selon la définition précé-
dente. Considérons la fonction f : Z —s R x Z définie par f(k) = (a_(k/N), T )
ot Ay = |—NO(a_(k/N),k/N)| et N est un entier rationnel positif. Cette fonc-
tion peut certainement étre calculée en temps polynomial. Le second membre du
doublet, que nous appellerons compte, h;/n, ne fait que compter le nombre d’en-
tiers qui sont projetés sur le méme idéal. Par exemple, considérons 'entier £ tel que
f(k) = (a;, igyn) ot a; = a_(k/N) et f(k—1) = (a;_1, Agg—1);n). Donc k est le pre-
mier entier projeté sur a;. Alors fiy)xy = | NO(a;, k/N)|. Mais 0(a;, k/N) < 1/N sinon
f(k—1) ett été projeté sur a;. Donc figyn = 0. Supposons maintenant que flk+1)
soit aussi projetée sur I'idéal a;. Nous avons alors A 1yny = [NO(a;, (k+1)/N)] =
|N(O(a;,k/N) + 1/N)| = 1. Et ainsi de suite pour tous les k + j jusqu’a ce que
la fonction f projette k£ 4 7 sur un nouvel idéal a;,;. Le second membre de I'image
permet a la fonction f d’étre surjective sur Iintervalle {0, ..., [S]}.

Lemme 5.1.0.1 Si N > n(log(1 + 1/VA)), ot n €N, alors le pas, S, de la fonc-
tion f est égal a NR.

Nous avons donc une fonction périodique définie sur ’ensemble des entiers rationnels
qui a pour période un multiple du régulateur. Le prochain théoréme nous permet
de calculer le régulateur R.

Nous aurons besoin du lemme suivant dont la démonstration apparait ici pour la
premiére fois.

Lemme 5.1.0.2 Soient une constante z et une fonction f'(j) tels que —3/4 < z <
3/4 et —1/n < f'(j) < 1/n, oun > 64. Alors il existe une constante c telle que

N-1 2

§ it/ )
§=0

> cN2.

Démonstration :

Définissons d’abord la variable n' = 360/n. Cette somme est celle de vecteurs de
longueur égale a 1 et disposés a tous les 360°/N + € ot € est inférieur & n'. Nous
appellerons € un ajustement, et la valeur avant ajustement la valeur fondamentale.
Nous souhaitons démontrer que le vecteur résultant de cette somme pointe vague-
ment dans la direction de 135° et que sa longueur croit polynomialement en N. Les
vecteurs de la somme vont de —n'® & (270 4+ n')°. Procédons en créant une nouvelle
somme ou la «mauvaise influence» des vecteur des cadrans I, TIT et IV aura été
éliminée en «sacrifianty un certain nombre de vecteurs du cadran II.
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F1G. 5.1 — Schéma des compensations

secteur 5

secteur 6

secteur 7

II

secteur 8

____——secteur2
}——— secteur 1

I1I IV

secteur 4
secteur 3

Commengons par corriger les aberrations des vecteurs du cadran IV. Les secteurs
mentionnés le sont en référence a la figure 5.1. Il ne se trouve dans ce cadran que
des vecteurs dont la valeur fondamentale est comprise entre 0° et n'°, le secteur 1,
ou (270 — n')° et 270°, le secteur 3. Nous devons compenser ces vecteurs a l'aide
de vecteurs du cadran II. Considérons les vecteurs dont la valeur fondamentale
est comprise entre 0° et n'°. Ces vecteurs, s’ils débordent dans le cadran IV, ont
une «mauvaise influence» dans la direction des z. Nous devrons donc utiliser les
vecteurs du cadrans II dont la valeur fondamentale est comprise entre (180 — 2n')°
et 180°, les vecteurs du secteur 8. Nous sommes obligés d’utiliser un plus grand
nombre de vecteurs puisque nous ne sommes pas certains que pour chaque vecteur du
cadran I, un seul vecteur du cadran II soit suffisant pour le «<compenser». Cependant,
deux de ses vecteurs seront toujours plus que suffisant, quelque soit leur valeur.
Le méme raisonnement s’applique aux vecteurs dont la valeur fondamentale est
comprise entre (270 —n')° et 270°; ils seront compensés par le sacrifice des vecteurs
dont la valeur fondamentale est comprise entre 90° et (90 4 2n')°, les vecteurs dont
la valeur fondamentale est dans le secteur 5.

Il nous reste encore deux secteurs dont nous devons corriger la mauvaise influence.
Supposons que tous les vecteurs du cadran I se voient ajustés de la pire maniére
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possible, c’est-a-dire qu'ils subissent tous une correction de (—n'°), et que tous ceux
du cadrans IT recoivent un ajustement de (+n'°). Dans ce cas, I'influence globale
de tous les vecteurs des cadrans I et III est un vecteur gisant dans le cadrant IV.
Utilisons les vecteurs dont la valeur fondamentale est située entre 135° et (135+2n)°,
le secteur 7, afin de contrecarrer 'influence des vecteurs du cadran I dont la valeur
fondamentale est située entre n'° et 2n'°, le secteur 2. Les vecteurs restants, dans le
cadran I, sont tous compris dans le pire des cas entre n'° et (90 — n')°. Les vecteurs
du cadran II dont la valeur fondamentale est comprise entre (135 — 2n')° et 135°, le
secteur 6, servent eux a contrecarrer I'influence des vecteurs du cadran III dont la
valeur fondamentale est située entre (270 — 2n’)° et (270 — n')°, le secteur 4.

Dans la sommes finale, il nous reste donc les vecteurs dont la valeur fondamentale se
situe dans I'un des 4 blocs suivants : entre 2n’ et 90° ; entre (90+2n')° et (135—2n")°;
entre (135 + 2n')° et (180 — 2n')° et finalement entre 180° et (270 — 2n’)°. Tous
ces vecteurs ont une valeur fondamentale qui ne git pas dans 'un des 8 secteurs
de la figure 5.1. Dans le pire des cas les vecteurs des cadrans I et III s’annulent
complétement et ne participent pas a la somme finale et dans tous les autres cas
ils s’additionnent et donnent un vecteur gisant dans le cadran II qui n’en fera que
grossir la somme. Considérons donc les (N/3)(8-1/16) = N/6 vecteurs disponibles
du cadran II.

Nous pouvons donc écrire la somme sur les vecteur restants du cadran II ainsi :

N 2

5 1
3 e2riCei/N41G)
j=0

Il y a naturellement un abus de notation ici qui n’est fait que pour simplifier la
notation. Cette somme sera assurément inférieur si tous les vecteurs sont regroupés
en deux paquets orthogonaux, soit 90° et 180 °. Tous les vecteurs dont la valeur
fondamentale est inférieure & 135° subissent une rotation pour les amener a 90° et
tous ceux qui sont supérieur & 135° sont amenés vers 180°. La somme se simplifie
donc a

2

N_q
N 2
2723 /N+£'(7) > ﬁ(_1) + ﬁz
g 12 12 (5.1)
N2 5  2N?
=~ |14+ =" >cN>%
122 | + Z| 122 = C

CQFD

Nous utiliserons la notations suivante pour décrire ’entier le plus proche d’un nombre
keR:|k]=k+vyou—-1/2<~y<1/2
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Théoréme 5.1.1 Soient D un entier rationnel positif sans diviseur quadratique et
D Panneau d’intégrité qu’il engendre. Alors le régulateur R peut étre calculé ainsi :

1. Choisissez un entier q > 3S3.

2. Calculez Uétat
qg—1

3" Ja) )P (5.2)

a=

5=

3. Calculez Uétat

— 2l

f (a)> . (5.3)

4. Mesurez le second registre pour obtenir [’état

1 — A
%;I$o+[JS]>‘f(xo)>- (5.4)

5. Appliquez la transformation de Fourier au premier registre avant de le mesurer.
Si le résultat est supérieur a q/n répétez la procédure a partir de l’étape 2.

6. Répétez jusqu’a l'obtention de deuz résultats, ¢ et d inférieurs q/n.

7. Calculez successivement les réduites d’ordre m, py,/qm de c/d et pour chaque
Pm vérifiez si a_(|pmq/(cN)]) est un voisin proche de l’idéal i.

8. Le réqulateur est proche de la plus petite valeur calculée de |pmq/(cN)]| s’avé-
rant étre proche de i.

Démonstration :

L’é¢tape 1 spécifie de choisir un entier g supérieur a 3(N®R)3. Bien que nous ne
connaissons pas R, nous savons qu'il est de I'ordre O(A'/2+°() voir [14] et [27]. Le
nombre ¢ peut donc étre choisi sans que R ne soit connu, puisque nous connaissons
une borne supérieure. La taille, h(D), de I’ancille étant déterminée par un polynéme
en O(log D), le nombre de qubits nécessaire a nos calculs sera donc polynomial dans
la taille de notre probléme : c’est a dire log(D).

Nous montrerons ici que cet algorithme calcule avec une bonne probabilité deux
nombres ¢ et d de la forme ¢ = |kq/S]| et d = |lg/S], ou k,l € N.
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Apreés I’étape 4, nous avons en notre possession 1’état
1 § f
20+ [3S]) | £(20)) (5.5)

oup=p +1letqg=|p'S|+rpourp,reNet0<r<S. Aprés la transformation
de Fourier, nous aurons 1’état

,_.
..q

1”1

627rz(x0—|— jSNt/q |l ‘f Zo >
pq

(5.6)
7=0 1=0

Calculons maintenant la probabilité d’obtenir, lors de la mesure du premier registre
un [ de la forme [ = k'q/S +e,00 0 <k < Set —1/2<e<1/2

p—1 2

1
- 262 [55)/a (5.7)
P |
Posons que [jS] = jS + ¢j ot —1 < ¢; < 1. Nous pouvons donc écrire
I[58 K e k'S k's; ejS  eg;
R s L I L) (5:5)
q q . , q q
eN
Etant donné qu’l < ¢/n, nous savons que
k's;  eg; 1
— 4+ —= —. 5.9
S * qg| n (59)
De plus
1 1
Sppop_1_5p 1 5p 3 (5.10)
q 2g 2|Sp|+r —2Sp—1—4
pour tous les S > 2. Posons
FG) ==+
) =|g+=
et z = eSp/q, alors
1R
P = — e2mi(zj /p+1'(7)) 5.11
(0) P ;0 (5.11)
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ou |z| <3/4 et |[f'(j)] < 1/n. Le lemme 5.1.0.2 s’applique et nous en concluons que

SP_ |
P(l) > o ¢ > 5 (5.12)
Donc, la probabilité d’obtenir un [ spécifique de la forme [ = k'q/S+¢ est supérieur a
1 sur un polynéme en S. Il ne nous reste plus qu’a compter le nombre de [ ayant cette
forme. Etant donnée que 0 < [ = k'q/S +¢ < g/n,ou 0 < k' < S, et que ¢/S > 1,
nous savons que chaque k' € {0,...,S} engendre un [ différent. Etant donné la
limite imposé a [ nous en déduisons que k varie de 0 & S/n. Ce qui implique qu’il y
a environ S/n valeurs de [ ayant la forme [ = k'q/S + €. De plus ¢ = |p'S| + r, ou
0 <r < S, nous savons donc que ¢/S < (p' + 1) = p. La probabilité d’obtenir un {
quelconque de la forme [ = k'q/S + ¢ est
cpS _cp ¢

P(l soit de la forme k'q/S +¢) > — > — =

e (5.13)

La probabilité d’obtenir un / de la forme désirée est donc supérieur & une constante.

Nous désirons maintenant démontrer que &/l est une réduite de ¢/d, ou ¢ = |kq/S]
et d = |lg/S|. Supposons, sans perte de généralité, que 0 < k <1 < S, alors

c k‘ _‘kq—i—ekS_E‘ _‘S(ekl—elk)‘ <

d 1 lg+¢,5 l 12q + ¢Sl
S+ k) < S
202 — 251/2| ~ |lg— S/2|
Montrons que
S 1

(4= 5/2) = (2B) (514

Sachant que ¢ > 352, nous pouvons écrire la chaine d’inégalités suivantes :

4517 < 2lg — S = 451> < 61S° = 45> < 65°,

La derniére inégalité étant toujours vrai, nous en concluons que I’équation 5.14 est,

elle aussi, vrai. Ce qui implique, par le théoréme 2.4.2, que k/I est une réduite de
c/d.

De plus, sachant que ¢ = |kq/S| = kq/S + €, nous avons S = kq/c+ €S/c ou
S =kq/c+esou
£S5? £S5? eS? £S5? £
= < < < <
kq+eS ~ kq—S* " kq—q — (k—1)¢ — (k—1)

€s < €.
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Donc
1S — |kq/c]| < 1. (5.15)

kq/c est donc trés proche de S la période de f . Connaissant kq/c, nous pouvons
donc en temps polynomial vérifier que 1'idéal i se trouve proche de kq/(cN), puisque
S = NR, ou N € O(log(A)). Nous pouvons donc trouver le régulateur en temps
polynomial. CQFD

5.2 Le logarithme discret sur le quasi-groupe

Nous nous servirons de I'algorithme calculant le régulateur afin de calculer le loga-
rithme discret.

Théoréme 5.2.1 Soit a; un idéal € D, alors la distance §; de lidéal peut étre
calculée ainst

1. Calculez le régulateur R.

2. Choisissez un entier rationnel M > 2R ainsi qu’un entier rationnel N > ny/D
tel que |M|RN| — MRN| < 1/4.
3. Créez l’état

—1) (INR]-1)

\/M[Nérg]\/[]\m] Z Z |b>‘f(Na5i+b)>. (5.16)

a=0

4. Mesurez le troisiéme registre pour obtenir [’état

R M|N®]-1

5. Appliquez la transformation de Fourier o [’état précédent puis mesurez les deuz
premiers registres pour obtenir une paire (c,d).

[ Wa’w a5N+%>‘f ) (5.17)

6. Recommencez les étapes 3,4 et 5 jusqu’a l'obtention de deux paires (c1,d;) et
(€o,dy), telles que d; < RN/n et pged(dy, ds) = 1.

7. Calculezr et s tels que rdi+sdy = 1 ainsi que C = (re;+sce)/(NM). Calculez
Uentier rationnel t tel que C — tR < R, puis utilisez cette information pour
calculer 6; exactement.
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Démonstration :

L’entier N peut étre calculé a I'aide du développement en fraction continue. Cette
procédure est décrite dans [15]. De plus [RN] =RN + Xet A < 1/4M.

Le lecteur devrait désormais étre familiarisé avec ce type de procédure quantique.
Par conséquent, I’état décrit & ’étape 3 ne constituera pas une surprise.

Aprés la mesure du troisiéme registre, a et b étant corrélés, nous pouvons donc
conclure que si nous avons obtenu I’état f(k) alors ad;N +b = k + tRN + v,
o —1 < v, < 1ett e Z. La Transformation de Fourier étant indépendante du
sous-groupe de départ, nous pouvons supposer que k = 0. Le coefficient b étant

inférieur & (| NR]), nous devons donc utiliser [ad;/R] pour ¢. Avec cette valeur,
b= [9]RN — ad;N + 7, variera de 0 & (|NR]).

Nous sommes intéressés & montrer qu’apres la transformation de Fourier et 1a mesure
des 2 premiers registres, nous obtiendrons, avec une bonne probabilité, une paire
(¢, d) telle que

ou —1/2 <4 < 1/2. Aprés la transformation de Fourier nous aurons I’état

(M|NR]-1) (INR]-1) .
Z e2milac+bdM)/(M[RN1) \c)|d>‘f(k)>- (5.19)

a,c=0 b,d=0

1
M|NR]/[NR]|

Nous devons calculer la probabilité d’obtenir une paire (¢, d) respectant la condition
(5.18) :

2

1 M|NR]—1
_ 2mi(ac+bdM)/(M|RNT) 9
P(c,d) N I[N Z; e . (5.20)
Nous pouvons développer (ac + bdM) et obtenir
0 dé;
ac+ bdM = (d [%-‘ — {ﬁJ YRNM + avyy + dM~y,. (5.21)

Nous nous intéressons a la partie fractionnaire de I’équation précédente lorsqu’elle
est divisée par M|RN]| = M(RN + X). Calculons ¢, le reste, dans ac + bdM =
tM(RN + X\) + €. Nous pouvons écrire

(d [%SZ-‘ - {%J)%NM—HL%-MZM% =tMRN +tM\ +¢.

Posons ¢t = (d [%:] —

" [‘%’J) € Z. Avec cette valeur de t, ¢ doit nécessairement étre
égal a

51 | do
—MWMF%W—{Eab+aW+dM%.
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Nous pouvons remplacer [%ﬂ par ad; /R+¢, et L%"J par dé;/R—¢z 0010 < ¢, 60 < 1.
Donc

0 do;
e=—-\M (d% + dg, — aﬁ + a§d> + ayq + dMn,.
En simplifiant nous obtenons
e =a(yg — AMcy) + dM (7, — Asy)- (5.22)

Posons z = |y4 + AMg,|, alors par notre choix de M, z < 3/4. Posons f'(a) =
AM (Ya — Xsa)/ (M| RN), alors, d étant inférieur & ®N/n, nous avons |f'(a)| < 1/n.
Nous pouvons réécrire la probabilité d’obtenir une paire (c, d) respectant la condition
(5.18) ainsi

1 M(|_N§R'|)—1
— 27i(f' (a)+za/(M|RNT)) 92
Pled = oy | 2 ¢ - 63

Nous pouvons donc appliquer le lemme 5.1.0.2 et obtenir

(M(NRD)?

Ple.d) 2 TRRT (VR = RN

(5.24)

Le nombre de paires (¢, d) ayant cette forme est purement conditionné par le nombre
de valeurs pouvant étre prises par d. Il y a exactement | NR]| valeurs possibles
pour d. La probabilité d’obtenir une paire quelconque de cette forme est donc a
ax ([VR] —1) > ¢, oil c est choisi de telle maniére & assurer la validité des inégalités.
La probabilité d’obtenir une paire ayant les propriétés désirées est donc supérieure
a une constante.

Supposons que nous ayons deux paires (¢, d;) et (ca,ds) ainsi que 7 et s tels que
rdi+sdy = 1. Par définition C' = 6;— (a|d10;/R]|+b|d20;/R|) R+ (aya, +b742) /(N M).
Sachant que |a| et |b] sont inférieures au max(dy, do), par les propriétés du pged, nous
pouvons écrire, étant donné le choix de M, |(avyq, +bv42)/(NM)| < |2RN/NM| < 1.
Ceci implique que C' — ¢; est & une distance constante d’un multiple de R. Le régu-
lateur étant connu, nous pouvons donc retrouver en temps polynomial la distance

0;- CQFD

5.3 Une analyse plus poussée

Le lecteur attentif aura cependant compris que la situation n’est pas aussi simple
que les deux derniers algorithmes le laissent entendre. Spécifiquement, les deux dé-
monstrations supposent que la distance entre un idéal et un nombre réel calculée par
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I’algorithme est parfaitement connue,— elle n’est pas 'approximation d’un nombre
réel quelconque. Ceci n’est cependant pas réaliste puisque nous travaillons avec des
logarithmes de nombres quadratiques; donc des nombres réels sur lesquels notre
précision est limitée par un soucis pratique. Malheureusement monsieur HALLGREN
ne tient pas compte de cette réalité et n’analyse pas plus en détail ses algorithmes.
Nous nous devons ici de corriger cette omission. Nous présentons ici une analyse
plus poussée en deux segments.

Supposons que nous ayons p bits de précision. A chaque arrondissement notre er-
reur croit donc de 27?. Le nombre d’arrondissements étant borné par un poly-
nome en log(D), pour un ¢ € N, notre erreur, 9, a la fin du calcul est bornée
par O(log(D)c27?).

Dans les deux algorithmes, nous connaissons d(a(z), z) parfaitement +9, notre er-
reur. Et donc, lorsque 0(a(x),z) < ¥, nous n’avons aucun moyen de savoir si I’idéal
a(z) calculé est & gauche ou a droite de x. Tout ce que nous pouvons affirmer, c¢’est
que l'idéal calculé est 1’idéal le plus proche de z, puisque nous connaissons, par le
corollaire 3.3.0.1, la distance minimum entre deux idéaux. La précision de nos calculs
peut donc étre choisie de telle maniére a ce que la distance minimum entre deux
idéaux soit toujours supérieur d’au moins 2 fois & I'imprécision maximum accumu-
lable dans nos calculs. En conclusion, sans nous trop attarder, nous savons que nous
avons calculé soit 1'idéal a gauche ou soit 1'idéal le plus proche. Lorsque nous avons
calculé I'idéal le plus proche, le calcul de notre fonction n’est plus nécessairement ce
qu’il devrait étre. Les probabilités de nos deux algorithmes quantiques peuvent donc
étre faussées si ce phénoméne se produit trop souvent. Combien de calculs erronés
de la fonction f pouvons nous souffrir avant que ces algorithmes ne faillissent ?

Considérons premiérement l’algorithme calculant le régulateur R. Il y a deux en-
droits délicats dans la démonstration qui doivent étre reconsidérés. Premiérement
I'équation (5.7), qui devient ’équation (5.11). Et ensuite le calcul du nombre de [
de la forme [ = k'q/S + €. Dans le calcul du nombre de [ ayant la forme désirée,
ce nombre ne dépend pas du calcul de f mais uniquement de la transformation de
Fourier. Nous devons donc voir ce qui se passe a 'équation (5.11). Cette somme est
prise sur tous les éléments y tels que f (y) = f (z0). Clest ici que peut intervenir
un calcul erroné de f. Pour un zq fixé, combien de fois, f(zo + [jS]) peut-elle étre
mal calculée et ne pas participer a la superposition (5.5). La réponse est fort simple,
n’importe quelle fraction constante inférieur a 1/12 des calculs de f(zo + [jS]) est
acceptable. Supposons que nous ayons une fraction d’erreurs inférieure ou égale a
1/12. A T’équation (5.11) nous devrons donc prendre la somme pour tous les j de
0 ap—1, ou p/12 des possibilités auraient pour amplitude 0,— ce qui implique
une renormalisation différente de ’état (5.5). L’identité du lemme 5.1.0.2 s’applique
cependant toujours, puisque méme si toutes les erreurs étaient survenues sur des
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vecteurs du second cadran, il reste une portion constante de taille exponentielle as-
surant la validité de la démonstration et donc de l'identité. Une fraction de 1/12
correspond & 1/4 des valeurs du cadran II. Méme si elles se produisaient toutes en
un seul bloc, la démonstration de ’identité fonctionnerait toujours. La constante c
sera plus petite que l'original, mais la probabilité finale d’obtenir un [ de la forme
voulue, sera toujours supérieure a une constante.

Etant donné que p > 352, dans le théoréme 5.1.1, le nombre d’erreurs acceptable est
exponentiellement grand. De plus, pour chaque x;, nous pouvons accepter la méme
fraction d’erreurs. Le nombre de calculs erronés de f varie donc approximativement
entre 35%/12 et 353/12. Ce qui est énorme! Bien que nous ne puissions rien dire de
plus sur la distribution des distances sur I’axe des réels, il serait surprenant qu’un
si grand nombre d’entre elles soit proche d’un treillis de nombres rationnels.

Le méme raisonnement s’applique sans aucune variation a I’algorithme calculant le
logarithme discret. Peut-on faire mieux ? Pour ’algorithme calculant le régulateur,
nous pouvons en effet faire mieux. Nous pouvons affirmer qu’avec I’ajout de trois
petites conditions, la démonstration de 1’algorithme demeure pertinente et 1’algo-
rithme fonctionne selon les probabilités prévues. Pour arriver a cette conclusion,
nous devons approfondir quelque peu ’analyse précédente. Aprés la mesure du se-
cond registre nous avons en notre possession 1’état (5.4). Le second registre est dans
Pétat | f(x0)) = |as, w), out a; est I'idéal obtenu lors de la mesure et w est le «compte»
de zg, soit le combientiéme entier qui a été appliqué sur I’idéal a; par la fonction f .

Premiérement, nous requerrons que ’erreur maximale, ¥, possible soit inférieure a
1/(2N), ou

1
20, < N (5.25)
Ceci nous assurera qu’a Péquation (5.4), les entiers corrélés avec | f(zo)) sont soit les
bons, ou un de leurs voisins immeédiats. Le lecteur peut se référer a la figure 5.2 afin de
mieux visualiser la situation, celle-ci ne constitue qu’un exemple simplifié, mais elle
éclaire bien la situation. Les deux traits verticaux étiquetés a; et a;,; représentent
les distances associées aux idéaux a; et a;.1. Tous les autres traits représentent les
nombres réels utilisés par la fonction f .

En nous basant sur I'exemple de la figure 5.2, lors du calcul de f pour 'entier j+ 1,
si O(a;, (j+1)/N) < 9 ou 9 est Perreur accumulé lors du calcul de f, alors il est fort
possible que j+1 soit associé a I'idéal a;_;. Si 7+1 est associé avec a;, nous ne sommes
pas embété. Cependant si j + 1 est associé avec I'idéal a;_1, nous nous apercevons
immédiatement que l'entier (j + 2) sera, lui, associé avec I'idéal a;. Le compte de
Pentier (j + 2) sera soit 0, soit 1. Nous ne pouvons en étre certain, cependant nous
savons que pour tous les entiers qui suivent et qui seront associés au méme idéal,
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F1G. 5.2 — Exemple simplifié

la fonction f sera toujours calculée de la méme facon, c’est-a-dire que pour toutes
ces valeurs, la méme séquence de multiplications et de réductions des mémes idéaux
sera utilisée; 9(a;, (j + k)/IN) aura donc toujours le méme biais. Par biais nous
entendons que si f(k) = (a_(k/N),1) et que l'erreur sur d(a—(k/N),k/N) est Uy
alors f(k+j) = (a_(k/N),j+1), 9(a_(k/N), (k+j)/N) = 0(a_(k/N),k/N)+j/N
et Perreur sur d(a_(k/N), (k+ j)/N) est ¥y, pour j < d — 2.

La lecon de tout ceci est la suivante,— ceci constitue le second ajout : une fois la
mesure du second registre faite, nous pouvons calculer le nombre maximum d’entiers
qui peuvent étre associés avec I’idéal a; obtenu, appelons ce nombre d. Si le compte,
w, obtenu est situé entre 1 et d — 2, nous passons a 1’étape 5 de l'algorithme, sinon
nous retournons a I’étape 1. Le nombre d peut étre calculé puisque nous connaissons
I'idéal a;. Nous pouvons donc calculer la distance entre a; et a;,1, et de 1a calculer
d,— le compte, lui, va de 0 & d — 1. Donc, si w est compris entre 1 et d — 2 inclusive-
ment, nous savons que pour tous les [jS] de 1’équation (5.4), un entier a été associé
avec I'idéal a; obtenu. Il y a donc bel et bien p valeurs dans la somme (5.4).

Ces valeurs qui sont intriquées a f (zo) servent ensuite d’entrée a la transformation
de Fourier. La démonstration de 1’algorithme est la méme sauf aux équations (5.8)
et (5.9). Premiérement, lorsque nous développons [jS] en jS +;, les conditions sur
la valeur ¢; sont modifiées en —2 < ¢; < 2, puisque s’il y a une erreur sur l’entier
associé a a; pour le cycle j 'entier intriqué est un voisin de celui qui devrait 1’étre.
Ceci implique que I’équation (5.9) devient

k'c;  eg;
iy €S
S q

(5.26)

2
< —.
n

Ce qui nous ameéne & conclure que si nous n’acceptons, aux étapes 5 et 6, que des
résultats inférieurs a ¢/(2n), alors ’équation (5.9) redevient valide et nous pouvons
toujours appliquer le lemme 5.1.0.2.

Ces trois ajustements (20, < &, 1 <w < d—2et | < ¢/(2n)) nous assurent de la
véracité de la démonstration de 'algorithme. Seule la constante c sera modifiée par
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ces trois ajustements ; elle sera 2 fois plus petite,— en choisissant pour cet algorithme
un N supérieur a 2n(log(1 + 1/+/A)), nous pouvons conserver la méme valeur pour
la constante. Nous pouvons donc calculer le régulateur.

La situation n’est cependant pas équivalente lors du calcul du logarithme discret.
A T’équation (5.17) nous obtenons encore une fois un état |f(zo)) = |a;, w). Cette
équation est une somme prise pour tous les a de 0 & M | NR] — 1. Idéalement,
nous voudrions montrer que pour tous les a , il y existe un b tel que 'amplitude de
|a) |b) n’est pas zéro. Idéalement cela est vrai. Mais malheureusement la propriété
de non-associativité du quasi-groupe nous rattrape.

En effet, soient a et b tels que f(Nad;+b) = (a_(ad;+b/N),1). Alors nous aimerions
supposer que f(Nad; + b+ 1) = (a_(ad; + (b + 1)/N),2) et ainsi de suite jusque
a f (Nad; + b+ j) ou j < d— 2. Malheureusement, ceci n’est pas toujours vérifiée.
Pour réaliser cela nous devons expliciter la maniére par laquelle f (Nad; + b) est
calculée. Nous devons tout d’abord calculer a (ad;) a 'aide de 1’exponentiation
d’un idéal de base quelconque, ensuite nous devons calculer a (b/N), puis nous
devons multiplier ensemble les deux idéaux calculés et enfin réduire afin d’obtenir
l'idéal a_(ad; + b/N). Donc a étant fixé, le résultat de la multiplication dépend de
a_(b/N). Si par hasard a_(b/N) # a_((b + j)/N) pour j < d — 2, alors 'idéal
a_(ad; + b/N) calculé ne sera pas nécessairement égal a a_(ad; + (b + j)/N), mais
surtout d(a_(ad; + (b+7)/N), ad; + (n+j)/N), fort probablement, ne sera pas égal
a 0(a_(ad; + b/N),ad; + b/N) + j/N et ¥, # Vg (b15)- Dans ce cas nous aurons
possiblement sauté une valeur de w, et donc "amplitude associé a |a) |b) |a;, w) sera
0.

Donc pour chaque a, soit la valeur b associé est la bonne, soit elle est une voisine
immédiate de la bonne ou I'amplitude de cette valeur a est zéro. Dans le premier
cas, tout va bien. Dans le second cas, nous pouvons adapter la démonstration de
I’algorithme, tout comme nous ’avons fait dans le cas du régulateur, afin d’extraire
malgré tout la période et dans le dernier cas nous devons nous en remettre a la
discussion faite au tout début de cette section. Pour combien de valeur de a ’ampli-
tude sera-t-elle zéro 7 Il semble raisonnable d’affirmer que pour une forte proportion
des a , il y ait un compte, ou plusieurs, tel que 'amplitude de |a) |b) ‘f(xo)> est
égale a 0. Malheureusement, nous sommes dans 'impossibilité d’en dire plus pour
I'instant. De plus la valeur de /N ou de M ne semble pas affecter cette constatation ;
seule la probabilité de tomber sur un compte imposant une amplitude égale a 0 varie
en fonction de N. Il est donc tout a fait légitime de se demander si cet algorithme
fonctionne. Est-il possible de dériver une formulation de la probabilité de succeés,
fonction de D, M et N, nous permettant de décider s’il vaut la peine d’utiliser
cet algorithme ? C’est dans cette direction évidente que les prochains effort dans ce
domaine devront étre appliqués. Nos travaux dans cette derniére section donnent
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une solution quantique définitive au probléme du régulateur, mais le logarithme dis-
cret semble lui pour l'instant sans solution efficace vérifiable. Nous pouvons nous
consoler en nous disant que le logarithme discret constitue peut-étre une hypothése
calculatoire classique qui résistera a la puissance des calculateurs quantiques.
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Conclusion

Nous avons présenté dans les 4 premiers chapitres de ce mémoire, un algorithme
d’échange de clefs ainsi que tout le matériel algébrique et la théorie des nombres
pertinents permettant au lecteur d’étre confortable avec les objets mathématiques
utilisés. De plus nous avons fourni une premiére preuve de l’existence d'un algo-
rithme quantique permettant de calculer le régulateur R ainsi qu’une analyse d’un
I’algorithme proposé pour calculer le logarithme discret sur le quasi-groupe. Cet algo-
rithme d’échange de clefs ne constituait guére qu’une curiosité théorique tant que les
protocoles, dont la streté était basée sur le logarithme discret ou sur la factorisation,
étaient considérés comme str. Malgré que l'algorithme du chapitre 4 soit au moins
aussi sir, sinon plus, que ceux basés sur la factorisation, étant donné sa complexité
mathématique et sa complexité d’implantation, son utilisation ne pouvait étre que
limitée. Avec ’avénement de I'informatique quantique et de ’algorithme de SHOR,
ces hypothéses calculatoires se sont vues mises 4 mal,— consultez [34] pour un survol
étofté des implications de ’algorithme de SHOR. En effet, si I'informatique quantique
peut un jour prendre son envol de maniére pratique, méme laborieusement, la sé-
curité de nos protocoles traditionnels ne serait plus. L’algorithme de BUCHMANN
et WILLIAMS offrait alors ’espoir de nous fournir une nouvelle hypothése calcula-
toire classique qui eut résistée a I’émergence des calculateurs quantiques. Ce ne sont
la peut-étre qu’espoirs éphémeéres, puisque les nouveaux algorithmes présentés par
Sean HALLGREN semblent réduire la possibilité de fonctions a sens unique classique
qui le demeurait dans le monde quantique. Bien siir, une certaine dose de travail doit
toujours étre abattue afin de prouver hors de tout doute 'efficacité de ’algorithmes
calculant le logarithme discret sur le quasi-groupe. Mais nous sommes de 1’opinion
que les efforts futurs doivent étre mis & bon escient afin de découvrir des fonctions
a sens uniques quantiques, quitte a ce qu’elles ne soient pas efficacement calculables
classiquement. Certaines telles fonction ont déja été proposée, voir [31]; il faudrait
de surcroit vérifier si le protocoles [26] basé sur les corps quadratiques de congruence
de fonctions résiste aux deux algorithmes de HALLGREN, ce qui semble douteux a
premiére vu étant donné que la distance dans ce protocole est un entier rationnel.
Certains travaux, qui supposent l’existence de permutations & sens unique quan-
tique, ont déja été accomplis, voir [12]. Quoi qu’il en soit, toute la cryptographie qui
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se base sur une clef de taille fixe est incertaine. Soit, ce que la physique quantique
enléve d’une main elle le redonne de I’autre en nous fournissant un algorithme nous
permettant d’échanger une clef en toute sécurité. En effet un protocole quantique
d’échange, ou d’amplification, de clefs a été proposé qui offre une sécurité qu’aucun
protocole classique ne peut offrir, voir [1]. Mais cette clef doit étre utilisée dans un
protocole semblable au masque aléatoire de VERNAM si nous ne voulons pas que
le protocole de chiffrement soit cassé. Etant donné que l'intimité du commun des
mortels serait, elle, jetée aux orties par I’avénement d’ordinateurs quantiques, méme
s’ils étaient d’emploi fort difficile, puisque les agences de renseignements, et certains
organismes tres puissants, seraient certainement en mesure de les mettre en ceuvre
a des fins qui ne seraient pas toujours avouables, nous ne pouvons ici que réité-
rer le besoin de nouveaux outils cryptographiques tenant compte de I'informatique
quantique.
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Annexe A

Introduction a I'informatique
quantique

Nous décrirons ici les rudiments de I'informatique quantique. L’informatique quan-
tique est un domaine récent de I'informatique, et aussi, d’une certaine maniére, de la
physique. Cette discipline n’est restée qu’une curiosité jusqu’a ce quelques résultats
fort intéressants viennent titiller la curiosité des informaticiens. Le plus important
est certainement l’algorithme de Shor, avec lequel la factorisation et le logarithme
discret trouve une solution efficace sur un ordinateur quantique. D’autres résultats
sont tout aussi intéressants, bien que ne nécessitant pas toujours ’ordinateur quan-
tique. Par exemple la distribution de clefs a des fins cryptographiques peut étre
accomplie quantiquement, sans ordinateur quantique, et avec une siireté impossible
a atteindre par des protocoles classiques. Nous ne couvrirons ici que les bases mathé-
matiques et les postulats de la physique quantique nécessaires a ’atteinte de notre
objectif, qui est de présenter I'algorithme de Shor.

A.1 Le qubit

Tout comme l'ordinateur classique, 'ordinateur quantique posséde une unité élé-
mentaire d’information que nous appellerons qubit. Un qubit est vecteur sur C? de
norme égale & 1. Nous ne nous préoccuperons pas du sens physique de cette affir-
mation, mais que du formalisme mathématique. Donc un qubit est représenté par
un vecteur (%) ou « et 3 sont des nombres complexes,— a + bi pour a et b réels.
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Certains qubits de base méritent d’étre désignés par des symboles particuliers :

N=2(1) wo=T5( 4 ) -

La notation «| )» s’appelle la notation de Dirac. Elle ne signifie rien de plus que la
notation vectorielle ordinaire, mais elle s’avére extrémement pratique pour jongler
avec les qubits. Naturellement, |0) et |1) sont orthonormaux. Ils forment donc une
base de C2. Les qubits | ) et |\,) peuvent donc étre exprimés en fonction de |0) et
1)

1

V2

1

.7 7

(10} +11)), ™) (10) — 1)) (A-2)

La derniére équation nous permet de voir la différence principale entre un bit clas-
sique et un qubit. Alors qu’un bit classique n’est constitué que d’une seule valeur
discréte, 0 ou 1, le qubit, lui, posséde un spectre de possibilités beaucoup plus grand.
Le qubit peut étre dans une superposition d’états. Il est a la fois 0 et & la fois 1, selon
des amplitudes bien déterminées. Donc, un qubit quelconque ) = «|0) + 3 |1), ou
|a|? + 8| = 1, est dans une superposition de « fois |0) et 3 fois |1). Les coefficients
« et 3 sont appelés amplitudes. Il n’est pas quelque part & mi-chemin entre |0) et
1), il est les deux & la fois. Remarquons que la conditions |«|?+|3|? = 1 nous assure
que le vecteur |¢) est de norme égale & 1.

Si |¢) = (%) nous définirons (1| comme étant égal a (&, 3). «(|» est donc le
vecteur transposé et conjugué de «| )». Naturellement (1| [¢)) = 1. Nous utiliserons
la notation simplifiee (| |1)) = ([1)) pour le produit scalaire.

A.1.1 Opérations sur un qubit

Un qubit ne peut subir qu'une évolution dite unitaire que nous appellerons opérateur.
Un opérateur est représenté par une matrice complexe U de dimension 2 X 2, telle
que UtU = 1,, ou Ut = U". Une telle matrice est dite unitaire. Ceci implique que
tout opérateur quantique peut étre «défait», ou inversé :}v) = UTU |¢). De plus la
composition d’opérateur quantique (multiplication de matrice), est stable, c’est-a-

dire que la multiplication de deux opérateurs est un opérateur : si U = U;U, alors
UtU =T, on Ut = U U
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Les matrices de Pauli sont les quatre opérateurs suivants :

10 0 1
"":H?:(o 1) "w:X:<1 0)

0 —i 10
Uy:Y:(i 0)““:Z:<0 —1)

Les opérateurs définissent des applications qui peuvent, dans les cas de X et Z, étre
réécrites ainsi :

(A.3)

0) — [1) {|0> —|0)
Oy : 0, A4
= B 1) (a4)
L’opérateur de Walsh-Hadamard, H = %(} 1), est certainement l'un des plus

importants. Il représente I’application suivante :

f10) = B0y + 1) = |7
H'{|1> — (o) - 1)) = N\ (4-5)

De plus 'opérateur de Hadamard posséde le fabuleuse propriété d’étre son propre
inverse, c’est-a-dire qu’'H? = I, ou Hf = H. Et donc

I =
H'{|\>=

(10) +[1)) +— 0)

10y~ 1)) — 1) (A4.6)

S-S

A.1.2 Mesure d’un qubit

L’information contenue dans un qubit n’est accessible qu’a travers une opération de
mesure. Une mesure n’est pas un opérateur au sens défini & la section précédente,
car cette opération n’est pas unitaire, et donc inversible. Il y a, de maniére générale,
une perte d’information quantique lors d’une mesure.

Dans le cas qui nous concerne, nous définirons une mesure M sur un espace de
Hilbert de dimension 2 comme un ensemble de projecteurs tels que :

> P =1, ainsi que P;P;=0sii#j.
PeM
Un projecteur P posséde les propriétés d’étre invariable lorsque multiplié par lui-

méme : P? = P; ainsi que d’étre hermitien : P = P. Nous verrons que cette
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propriété est fort intuitive. Les projecteurs canoniques, ou calculatoires, sont définis
comme les matrices :
10 00

L’application de la mesure calculatoire & un état quelconque [)) = «|0) + §]1) est
définie ainsi :

M) — Py |1h) — w:ff:\o) avec probabilité py = (1| Py [¢)) = || s
Py i) — 222 = |1) avec probabilité p = (¥| Pi |¢)) = B2

Silétat | ) est mesuré dans la base calculatoire, nous obtiendrons avec probabilité
1/2 l'état |0) et avec probabilité 1/2 1'état |1). Les mémes statistiques seraient
obtenues avec ’état |\,). Il est donc impossible de différencier les états | ) et
I\\) & l’aide d’'une mesure dans la base canonique. Nous entendons par cela que si
un ensemble de copies du vecteur | ) nous était donné, nous ne pourrions affirmer
que cet ensemble n’est pas composé d’états |\,) si nous n’avons accés qu’a la mesure
calculatoire.

Cette définition permet de définir une mesure comme une projection sur n’importe
quelle base orthonormale de C?. Nous pouvons donc définir une mesure sur les vec-
teurs | ) et |N\). Cette nouvelle mesure, appelons-la M™, nous permettrait de
différencier entre les états | ) et |\,). Mais elle ne nous permettrait pas de diffé-
rencier les états |0) et |1). La «perte» d’information quantique est appelé réduction
du paquet d’onde. L’état 1)) = «|0) + §|1) se transformera en 1’état classique |0)
ou en I'état classique |1), pour la base calculatoire. Cette transformation est irréver-
sible, puisqu’elle comporte un certain degré d’incertitude, que nous ne pouvons pas
inverser de maniére générale. Il est évident qu’une seconde application d’une mesure
sur un état |1)) ne modifie en rien le résultat de la premiére application. Aprés tout,
|0) projeté dans la base calculatoire ne peut que devenir |0).

A.2 Deux qubits

A Dinstar des bits classiques, une paire de qubits peut prendre 4 possibilités : |00),
|01), |10) et |11). Un systéme quelconque de 2 qubits est défini comme un vecteur
sur C*. Si |¢)) est un systéme quelconque de 2 qubits, alors [1)) peut étre écrit ainsi :

221

1) = a|00) + £01) + v [10) 4+ o [11) = Zaz| (A.9)
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ol Zf 5" lail” = 1, cette condition impose au vecteur d’étre de norme 1. Remarquons
au passage que |00) |0) |0). Cette opération, celle de juxtaposer deux qubits (deux
systémes € C?) et d’obtenir un systéme décrit par un vecteur € C*, s’appelle le
produit tensoriel, que nous écrirons «®». Donc |00) = |0) |0) = |0) ® |0). De maniére
générale, pour deux états |¢) = a|0) + B 1) et |¢) = v|0) + o |1), alors

@y

) ®1¢) = | 5o, | =v100) +ac(01) + Fy[10) + fo[11).

Bo
Théoréme A.2.1 Le produit tensoriel posséde les propriétés suivantes :

1. 1l n’est pas commutatif.
2. 1l est associatif.

3. (A+B)®@(C+D)=AC+AQD+B®C+B®D.

E

. A @ uB = \u(AQ® B).

&

(A® B)(C ® D) = AC @ BD.

6. (A® B)t = At @ B.

Le concept de mesure sur 2 qubits est similaire tout en étant plus complexe. Nous
pouvons soit mesurer I'un des deux qubits, que nous appellerons mesure partielle,
ou les deux qubits. Nous maintiendrons une définition similaire pour la mesure. Une
mesure M est donc un ensemble de projecteur, P;, orthogonaux deux a deux sur
C* tel que leurs somme soit 'identité. L’application d’une mesure & un systéme de
deux qubits peut étre décrite par par une équation similaire a ’équation (A.8), mais
ol il existe 4 possibilités au lieu de 2. Donc si |¢) = (o, 8,7, 0)T alors

(P, 1) — %) |00) avec probabilité py = (| Py ) = |a|?

M) = P |Y) — %> |01) avec probabilité p; = (| Py |[¢) = |B]? (A.10)
Py p) — 13'%) = |10) avec probabilité py = (| Ps 1) = |7|? '
Ps 1)) — \/_3 = |11) avec probabilité p; = (| Ps [¢) = |o|?

Oﬁpo,Pl,PgetP3€C4.
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Ne mesurer qu’un seul qubit est une opération équivalente a cumuler 2 des résultats
de I’équation (A.10). Si nous ne mesurons que le premier qubit dans la base cal-
culatoire, nous obtiendrons donc |0) avec probabilité a2 + 2. Le systéme de deux

qubit [¢)) résultant sera donc %\/%021). Ceci est donc équivalent & une mesure
«

M=P,I,+ P, ®1I, 0ott Pyet P, sont des projecteurs calculatoires dans C2. La

définition du produit tensoriel n’est ici qu'une généralisation de celle décrite plus
haut. Si U = (u;;) ou 0 < 4,5 <2 et V sont des matrices € C**? alors

_ U,O()V U01V

vev= (Ulov U11V>

et U ®@ V est une matrice € C***. Le produit tensoriel de deux matrices unitaires
génére une matrice unitaire ; donc un opérateur.

Soit I'état |@T) = \%(\00) +1]11)). Cet état, I'un des quatre états de Bell, est fort in-
téressant puisqu’il ne peut pas étre décrit comme le produit tensoriel de deux qubits
distincts. C’est a dire qu’il n’existe pas «, 3, v et o tels que |®T) = (ay, ao, By, Bo)T.
Ce systéme de 2 qubits n’est donc pas équivalent & la juxtaposition de deux systémes
de 1 qubit. Nous dirons qu’un tel systéme est intriqué'. Un systéme intriqué implique
une corrélation des résultats. Si nous mesurons le premier qubit de |®T) et que nous

obtenons |0}, I’état total du systéme se réduira a |¢') = % = |00). Donc,

si nous mesurons par la suite le second qubit, nous obtiendrons toujours |0). Le cas
est parfaitement symétrique avec le résultat |1). Les résultats sont donc corrélés. Ce
qui ne se serait pas produit avec une paire de qubits non intriqués. Les résultats
seraient toujours indépendants et fonction des amplitudes de départ.

Les états de Bells sont :

(1 (1)
Boo) = |@7F) = % 8 , By =|27) = % 8 :
u \-1/
(A.11)
(S (1)
|501> = |\I’+> = E 1] |/311> = ‘\I’_ = E 11!
\0 \ 0/

IIs sont tous intriqués. De plus, ils forment une base orthonormale de C*.

'En anglais «entangled», en allemand «verschriinkt.
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A.2.1 Opérateurs sur 2 qubits

Les opérateurs sur deux qubits sont des matrices € C***, telles que si U est un
opérateur alors UTU = I,. Jusqu'ici, rien de nouveau. Les opérateurs sur 2 qubits
peuvent étre définis a 'aide du produit tensoriel d’opérateur agissant sur 1 qubit.
Par exemple H ® H appliqué a ’état |00) produira

1 1

(He H)00) = —=(0) + 1) @ —

O+ =530 (A1

S
<

C’est a dire une superposition égale des vecteurs de la base canonique. Par super-
position égale, nous entendons une combinaison linéaire des vecteurs de la base ol
toutes les amplitudes ont la méme valeur.

La composition d’opérateurs générant des opérateurs, nous pouvons donc construire
des opérateurs complexes sur 2 qubits & l'aide de la composition et du produit
tensoriel. Soit 'opérateur suivant

1000 00) —  |00)

lo100 01) — |o1)
CNOT = 00 0 11 °u CNOT 10) —> [11)° (A.13)

0010 1) — [10)

Cet opérateur, I'opérateur de négation controlée?, ou le XOR quantique, est fort
important en informatique quantique. Cet opérateur, & 'instar des états de Bells,
ne peut pas étre écrit comme le produit tensoriel de deux opérateurs agissant sur 1
qubit. Un opérateur n’étant pas un systéme physique dans le cadre décrit ici, nous
ne pouvons donc pas lui appliquer le concept d’intrication. Mais ce genre d’opé-
rateur non décomposable est généralement en relation étroite avec l'intrication des
systémes quantiques. Considérons l'opérateur CNOT(H®I,),— ceci consiste a appli-
quer d’abord l'opérateur (H® I) et ensuite opérateur CNOT. Si cet opérateur est
appliqué au systéme |00) nous obtiendrons |[®*). Nous pouvons décrire I'opérateur

2controlled-NOT
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ainsi :

1000
0100|/1 (1 1 10
CNOT(H®L)= 1) ¢ ¢ 1 (ﬁ (1 —1>®(0 1))
0010
[L000\ /10 1 0
1 lo1o0o0|[lo1 0o 1
“ V2000 1])f10 -1 0 (A4.14)
\oo10/\0o1 0 -1
(10 1 0
101 0 1
“Alo1r 0 -1
\1 0 -1 0
ou
00} — [2F)
)01y — [TT)
CNOT(H®L): { gl 1, (g) (A.15)
11) — |T7)

Nous possédons donc une méthode simple pour générer les 4 états de Bells. Les
états de Bells formant une base orthonormale de C*, nous pouvons donc mesurer
dans cette base tout systéme quantique de 2 qubits. Cette mesure est cependant
équivalente a un opérateur transformant les vecteurs de la base de Bell en vecteurs
de la base canonique, a 'aide de opérateur (H®1I,)CNOT, suivi d’une mesure dans
la base calculatoire.

L’opérateur CNOT applique une négation au second qubit conditionnellement au
fait que le premier qubit soit dans I’état [1). De 1a lui vient son nom. Nous pouvons
définir une opération logique controlée de maniére générale ainsi :

CU: {|a)[b) —> |a)®Ua|b) (A.16)

ou a et b € {0,1} sont classiques. Par linéarité, I’équation (A.16) décrit le compor-
tement générale d’un opérateur U controlé. La notation matricielle est la suivante

CU= (% 8) | (A.17)
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A.3 Circuits quantiques

A.3.1 Plus de deux qubits

Tous les concepts développés dans le cadre de systémes a 1 qubit ou a 2 qubits se
généralisent & des systémes de n qubits.

Un systéme de n qubits est représenté par un vecteur € C?* de norme égale 2
1. On peut donc représenter un état 1)) a I'aide d’une superposition des vecteurs

canoniques :
21

W)y = o i) (A.18)
=0
ot Y7 Meu” = 1 et |i) = (ag,ar,.--ya0m ) o0l =j = a; =leti#j=
= 0.

La notion de mesure est similaire, mais les projecteurs sont maintenant des projec-
teurs de dimension 2" x 2", orthogonaux deux a deux, dont la somme est égale a
Iidentité.

Nous définirons, pour un opérateur U, le produit tensoriel de U avec lui méme n
fois ainsi :
Ut = U @ U™V et U = U. (A.19)

Donc
U =U@U---QU.
n fois
L’opérateur générant le systéme de n qubits consistant en une superposition égale
de tous les vecteurs canoniques est simplement H®". L’intriquation est définie de

la méme maniére, c’est a dire un état de n qubits ne pouvant étre écrit comme le
produit tensoriel de systémes de moins de n qubits.

Le théoréme suivant est d'une importance capitale en physique et en informatique
quantique. Il exprime I'une des différences principales entre le monde classique et le
monde quantique.

Théoréme A.3.1 (Non-duplication quantique®) Si 1)) et |p) sont des systemes
a n qubits, alors il n’existe pas d’opérateur U ni de systéme |p) tels que U(|1)) |@)) =

) |¥) pour un état 1) quelconque.

3No-cloning theorem
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Preuve :

Supposons qu’'un opérateur U existe tel que U(|) |¢)) = [¥) [¢), pour un état |))
quelconque. Supposons qu’U soit, capable de cloner [1);) et [1)). Alors nous pouvons
écrire

U(l1) ) = lihr) [¢1)

A.20
Ul) 0)) = o) i) 420
Nous pouvons prendre le produit scalaire des deux équations et obtenir :
(2l (pDUTU (41} [9)) = (@l (o |91) [1h1)
(W21t1) (plo) = ((W2]tn))?
N7 (A.21)

1

<¢2|¢1> = (<¢2|¢1>)2-

Cette derniére équation est une équation sur des scalaires que nous pouvons réécrire
ainsi : £ = 22. Et évidement, elle n’a pour solution qu’z = 0 et z = 1. Ce qui
implique que 'opérateur U ne peut dupliquer que des états quantiques qui sont soit
colinéaires ou orthogonaux. Un opérateur U ne peut donc pas dupliquer un état |v)
quelconque. CQFD

A.3.2 Circuits quantiques

Bien que plusieurs modéles d’ordinateurs quantiques existent, celui offrant la plus
grande facilité d’approche pour les informaticiens est sans doute le circuit quan-
tique. Il est constitué de fils ou circule I'information (quantique ou classique), ainsi
que de portes logiques implantant des opérateurs. Le théoréme de non-duplication
quantique ainsi que le principe de réversibilité obligent le circuit & avoir la méme
taille & ’entré et a la sortie.

Le circuit le plus simple est certainement celui qui ne fait rien sur 1 qubit.

) Iy )

Naturellement 1’opérateur I, peut étre remplacé par un autre opérateur :

0) H .7 1) H N
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Nous décrirons le circuit accomplissant les opérateurs controlés ainsi :

|1ha)
1) U

©)

oil |p) € C*. Plus particuliérement, nous écrirons pour CNOT :

|1ha)
1) S

©)

AN

oil |¢) € C*. Une mesure sera écrite comme un opérateur et I’information classique
en émergeant sera décrite a 1’aide d’un fil double.

) —— M==0oul

Nous sommes maintenant préts a présenter un premier circuit accomplissant une
tache intéressante : la téléportation quantique, figure A.1.

Ce circuit permet & deux partenaires de se communiquer des états quantiques. Ce
résultat est fort surprenant étant donnée 'impossibilité de mesurer un état quantique
quelconque pour en connaitre les amplitudes. Supposons qu’Alice ait en sa possession
les deux qubits du haut dans le circuit A.1, soit I’état |¢) et la moitié de I'état |®T).
Bob possédant, lui, le fil du bas, soit 'autre moitié de I'état |®1). Naturellement
Alice et Bob purent préalablement se rencontrer pour fabriquer I'état |®*) a aide
du circuit

0) — H

@)

N
AN

0)

Ceci étant fait, la procédure peut commencer. L’état a ’entrée du circuit est
1
o) = [4) |®F) = ﬁ[a |0) (]00) + [11)) + B3 1) (|00) + [11))] (A.22)
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F1G. A.1 — Circuit pour la téléportation

) H M
& M2
2%) 1
P m—

ou 1) = «|0) 4+ F|1). Nous choisirons d’attribuer les deux qubits de gauche dans
I’équation A.22 & Alice et le qubit de droite & Bob. Aprés 'application de ’opérateur

CNOT, I'état global est devenu
1) = \%[Oz 10) (100) +[11)) + B [1) (|10) +[01))]. (A.23)

Puis, aprés 'application de la porte logique H, I’état devient

[42) = %[a(|0> +[1)(100) + [11)) + 5(/0) — [1))(110) + [01))]. (A.24)

Nous pouvons réécrire |1,) ainsi

[¥2) = %[IOO) ([0) + B [1))+101) (a[1) + 510))
+[10) («[0) = £[1)) + [11) («[1) = B10))],

ol naturellement, Alice posséde toujours les deux qubits de gauche. Evidement,
lorsqu’Alice mesurera ses 2 qubits dans la base canonique, elle obtiendra avec pro-
babilité égale I'une des paires : |00),|01),/10) ou |11). Bob, lui, aprés la mesure, aura
en sa possession I'un de quatre états possibles qui sera parfaitement déterminé par
le résultat de la mesure faite par Alice. Donc, avec probabilité 1/4, I’état total des
3 qubits aprés la mesure est

(A.25)

|00) [« |0) + B|1)] Si Alice a obtenu |00)

_J|01) [a|1) + B|0)] Si Alice a obtenu |01)
s) =9 [10) [a]0) — B1)] Si Alice a obtenu [10) (A.26)

|11) [ |1) — B|0)] Si Alice a obtenu [11)

ou les deux qubits d’Alice sont classiques. Bob a donc en sa possession un état qui
peut étre trivialement transformé, a 1’aide des opérateurs o, et o,, en |). Il a ce-
pendant besoin du résultat de la mesure appliquée a 1’état |1)9) par Alice. Le premier
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qubit d’Alice indique un changement de signe et le second qubit une échange entre
les valeurs |0) et |1). Si Alice a obtenu |01) ou [11), Bob doit appliquer I'opérateur
de négation a son qubit afin d’échanger les amplitudes « et 3, sinon il ne doit rien
faire,— ce qui est équivalent & CNOT. Puis il doit changer la phase de son qubit
conditionnellement au résultat du premier bit. C’est ce que fait la derniére porte du
circuit. Et Bob obtient comme résultat un qubit identique au qubit d’entrée d’Alice.
Le merveilleux de ce protocole consiste en la possibilité pour Bob et Alice & ne pas
étre dans la méme piéce. Ils peuvent s’échanger au préalable les 2 qubits constituant
|®T) puis s’éloigner autant qu’ils le désire avant de procéder a la téléportation. Alice
n’a méme pas besoin de savoir oul se trouve Bob. Le résultat de la mesure effectuée
par Alice peut étre envoyé par les ondes hertziennes, ou méme par le bon vieux
courrier, & Bob qui peut, seul, compléter la procédure.

A.4 Parallélisme quantique

Ce que nous avons fait jusqu’ici est bien intéressant d’un point de vue mathématique,
mais peut sembler plus ésotérique qu’utile dans une perspective informatique. Dans
cette section, nous présenterons ’aspect qui différencie I'ordinateur quantique de
I'ordinateur classique, ce qui donne au premier un avantage sur le second.

Un résultat important en informatique classique affirme que toute fonction f : X —
Y peut étre implantée réversiblement. C’est- a-dire qu’il existe un circuit ou toutes
les portes logiques effectuent leurs calculs de maniére réversible. La maniére la plus
simple, [3] ou [21], qui s’applique & toutes les fonctions, n’est pas nécessairement
optimale pour toutes les fonctions f, mais elle n’exige pas une croissance exageé-
rée du nombre de portes logiques par rapport au circuit original implantant f de
maniére non réversible. Le résultat global est le suivant, le circuit U implantant
la fonction f accepte deux entrées (X,0). L’'une contient la valeur sur laquelle la
fonction doit étre appliquée, X, et I'autre ne contient que des zéros. Le résultat a la
sortie sera (X, f(X)). De cette maniére, méme les fonctions non injectives peuvent
étre inversées.

Ce qui nous intéresse ici, c’est que tout circuit U implantant une fonction f de
maniére classique, peut étre implanté quantiquement de la maniére suivante : Si
f: X — Y ou X nécessite m bits et Y n bits, alors

| X) | X)
Uy
0)®" |f(X))
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Qu’arrive-t-il si |X) est une superposition quelconque |X) = 37" "' q;[i)? La reé-

ponse est simple et surprenante : le circuit générera 1’état global

2m—1

> aild) (@) (A.27)

1=0

Avec une seule utilisation du circuit, nous avons réussi a stocker dans le second
registre toutes les valeurs possibles de I'image qui sont, d’ailleurs, intriquées avec
leurs pré-images. Mais comment peut-on récupérer une information intéressante de
cet embrouillamini 7 C’est 1a toute la difficulté des algorithmes quantiques. Il est
possible d’utiliser la sortie d’un tel circuit pour extraire efficacement une information
qui serait autrement difficile & calculer.

A.5 L’algorithme de SHOR

L’algorithme de SHOR, [29], sert & calculer la période d’une fonction. C’est-a-dire
que l’algorithme peut calculer, pour une fonction périodique f : Z — Z, le plus
petit r € Z tel que Vz, f(x) = f(z + r). Cette tache est généralement difficile
a calculer classiquement. La période d’un élément sur un groupe multiplicatif est
un bon exemple de fonction que I'algorithme de SHOR peut résoudre aisément. Il
peut donc retrouver le plus petit r € Z tel que Va,o” = 1 (mod p) oi p est un
nombre premier,— l'algorithme fonctionne aussi si p n’est pas premier, nous calcu-
lerions alors ’ordre d’un élément sur un anneau. Cette capacité a calculer ’ordre
d’un élément peut ensuite étre utilisée pour factoriser ou pour calculer le logarithme
discret,— ce qui nous permettrait entre autres d’attaquer le chiffre RSA ou le proto-
cole d’échange de clefs de DIFFIE et HELLMAN,— tache qui est toujours considérée
comme impossible & réaliser classiquement dans des temps raisonnables.

L’algorithme utilise I’'opérateur suivant, que nous appellerons : la transformation de
Fourier quantique :
21

1 -
TFQ : [k) — 2T ik2™ |1 (A.28)
V2r ;

oil |k) et |l) sont des vecteurs de la base canonique de C?" et 1> = —1. Cet opérateur
est unitaire et peut étre implanté avec un nombre raisonnable de portes quantiques,
voir [29] ou [21] pour une description détaillée de la construction de la transformation
de Fourier.
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A.5.1 Factorisation

Supposons que nous possédions un oracle f nous retournant ’ordre d’un nombre
modulo n : O(z) = r,. Nous pouvons écrire que (22/2 —1)(z"/2 4+ 1) =2 —1=0
(mod n). Ce qui nous améne & conclure qu’étant donné que (z"+/2 — 1) > 1, si
x > 1, alors pged(27+/2 — 1, n)|n. Nous pourrions donc calculer un facteur de n. Ceci
ne fonctionne naturellement que si 7, est pair et que x Z —1 (mod n). Nous ne
présenterons pas ici les détails algébriques, mais nous nous contenterons d’affirmer
que la probabilité de succés lorsque la fonction f est appliquée sur un x choisi au
hasard, oit 1 < & < n— 1, est supérieure a 1 —1/2F " ou k& est le nombre de facteurs
premiers impairs de n. Donc, si un tel oracle existait, nous pourrions factoriser
efficacement.

Nous utiliserons la technique décrite & la section A.4. Soit n un nombre a factoriser

et soit ¢ = 2 [10g>(n) | — q=2't € Ztel que n? < ¢ < 2n%. Nous commencerons nos
calculs avec I’état global

% 3 Ja) [0} (A.29)

La fonction f(a) = 2® (mod n) étant calculable en temps polynomial, il existe donc
un circuit quantique efficace pouvant calculer 1’état suivant a partir de ’état (A.29)

—Z 2% (mod n)). (A.30)

g

Nous allons ensuite appliquer la transformation de Fourier sur le premier registre et
obtenir la superposition

1 qg—1 g—1

- 627”“/’1 le) |z% (mod n)) (A.31)

q a=0 c=
Nous mesurons finalement I’état des deux registres' dans la base canonique. Nous
observerons alors | ‘:L‘ (mod n)>, ou 0 < k < r, . Nous nous intéressons a la
probabilité d’ obtenlr un état |c) |x (mod n)> spécifique. Nous devons donc calculer
la somme suivante :

Plc Z eQW/q (A.32)
a:zo=zk

4Nous aurions aussi pu mesurer le second registre de ’équation (A.30). Nous aurions alors
obtenu une superposition Z;‘;OI |Zo + jrz) |f(z0)) ot f(zg) est le résultat obtenu lors de la mesure
du second registre dans la base canonique et le premier registre est, lui, dans une superposition
de tous les éléments ayant pour image f(zo). Nous aurions ensuite appliqué la transformation de
Fourier au premier registre avant de le mesurer.
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oil nous prenons la somme pour tous les a, out 0 < a < ¢, tels que 2% = z¥ (mod n)
et P(c, k) est la probabilité conjointe d’observer ¢ et z*. Etant donné O(z) = g,
cette somme peut étre faite sur tous les a entre 0 et ¢ tels que a = k (mod r;). Donc,
a est égal a br, + k pour un b judicieusement choisi. Nous pouvons donc réécrire
Iéquation (A.32) ainsi

1 [(g—k—1)/7z] '
Z eQm(bm—l—k)C/q . (A33)

b=0

Ple, k) = |-
(e k) =17
Sirge=tq+{rycl, out € Z et {ryc}, est le reste de r,c/q et —q/2 < {ryc}, < q/2,

nous pouvons simplifier ’équation (A.33) ainsi :

[(g—k—1)/7z]

Ple, k) = é Z o2mike/q 2mitqb/q L2mibirace/q
_\/_/
b=0 magnitude de 1
2 (A.34)
1 [(g—k—1)/7a]

= Z 6271"5'(){7‘mc}q/q
q

b=0

Posons A = [(¢—k —1)/rz| + 1 et 7. = 27{rc},/q. Alors cette somme peut étre
exprimée plus simplement, Zf:_ol e ce qui nous permet de reconnaitre une série
géométrique qui est égale a

ciA% _ 1

. (A.35)

ere —1
Calculons la valeur de cette somme si —7r,/q < 7, < 7r;/q. Il y a exactement r,
valeurs de ¢, ot 0 < ¢ < ¢, qui satisfont ces bornes. Cette affirmation peut étre
comprise en identifiant sur la droite des entiers toutes les positions qui sont un
multiple de r, ou de ¢ entre 0 & 7,¢ — 1. A chaque multiple de g, (dg), il y a un
multiple de ry, (cry), tel que —r,;/2 < ¢ry —dg < r;/2. Ce qui est équivalent a
—rz/2 < cry (mod ¢) < r;/2, ce qui implique que

—TTy Ty

<7< L (A.36)
q q

Etant donné que A — 1 est plus petit que ¢/, nous pouvons affirmer d’une part que
0 < |e —1| < |y.] < /(A —1) et d’autre part |e% — 1| > 2A4|y,|/7.

Le premier énoncé découle directement de 1’équation (A.36). Il exprime le fait que
I’arc de cercle sous-tendu par ’angle 7. est plus grand que la corde sous-tendue par
le méme angle.
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Reformulons le second énoncé ainsi : g(¢) = |e* — 1| > 2¢/7 pour 0 < ¢ < 7. Alors,
nous souvenant que €’ est un point sur le cercle de rayon 1, nous pouvons écrire
que

9(8) =\/ (1 — cos(@)?) + sin’(9)
= /1 — 2c05(9) + cos?(6) + sin®(6) = /2= Zeos(9) > 0

sin(¢)
2—2 cos(¢)

La premiére dérivé de g, ¢'(¢) = > 0, nous indique que g est une fonction

croissante.

—(1—cos(¢))?
(2—2c03(¢))7?

fonction g intersectant la fonction h(¢) = 2¢/m en 0 et en 7, nous en concluons que
g(®) > h(¢) entre 0 et 7.

La seconde dérivé de g, = < 0 nous apprend que g est concave. La

Nous pouvons donc utiliser ces deux identités pour borner inférieurement I’équation
(A.35) lorsque 7. respecte la condition (A.36).

Donc
eiA'Yc — 1‘ _ ei(Afl)'YC — 1 + ei(A—l)% > ei(Afl)’Yc _ 1‘ B 1
ei’Yc —1 ei’Yc —1 - 6i7c —1
2(4—1 24
SHA= Dl g 24 o)L
| Yel ™
2 (q 2q
2(L-1)-emen= 2L -y
2
>4 3
mr
Donc

1/2 2 42 12
’P(c,k)>—( q—3) >4 A

2

qg> \ 71y w2r2  omry,
4 12
22 wrq
1
>ﬁ pour un n assez grand.

z

Donc la probabilité d’obtenir un ¢ tel que la condition de 1’équation (A.36) est
vérifiée est supérieur a % lorsque le n & factoriser est suffisamment grand. Il ne nous
reste plus qu’a montrer comment factoriser avec le ¢ obtenu.
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Nous savons par construction que

_TTI <rzc—dg< %m (A.37)

En divisant par r,q et en remaniant I’expression, nous obtenons

c d

< —. A.
q T (4-38)

Nous connaissons ¢ et ¢. Si nous pouvions calculez d/r, tel que I’équation (A.38) soit
satisfaite, nous aurions alors calculé la période. Nous pouvons affirmer qu’une seule
fraction d/r, tel que r, < n satisfait I'inégalité (A.38). Supposons, au contraire, que
dy/r1 et dy/ro, ol 71,79 < n < /g, satisfassent (A.38). Alors nous pourrions écrire
le/q — di/r1] < 1/2q et |¢/q — dy/re| < 1/2q. Ce qui impliquerait, par 'inégalité
triangulaire, que |dy/re — di/r1| < 1/q. Donc 0 < ridy — rod; < r179/q < 1 ce qui
nous ameéne a conclure que rids — rod; = 0 et donc dy/r1 = dy/rs.

Nous devons donc calculer une fraction d/r, tel que

(A.39)

Par le théoréme 2.4.2 nous savons que d/r, est une réduite de ¢/q et par le théoréme
2.4.1 nous savons que cette réduite est calculable en temps polynomial. Nous sommes
donc en mesure de calculer p,/q,, une réduite d’ordre n, satisfaisant ’équation
(A.39). Par construction, nous savons que r, satisfait (A.38), nous en concluons
donc que 7, est le dénominateur de la réduite p, /g, tel que |¢/q — pn/gn| < 1/2r2.

Si p, et ¢, n’ont pas de facteurs communs, ou que p, n’a pas de facteurs communs
avec 1, alors nous avons calculé r, qui est simplement égal ¢,. Sinon, g, est un
facteur de r,. Combien de ¢ peuvent nous permettre de calculer r, ? La théorie des
nombres nous apprend qu'’il y a exactement ¢(r;) valeurs possibles de d relativement
premiéres a r,. Nous savons que ¢(r;)/r, > v/loglog(r;) ol v est une constante.
La probabilité d’obtenir un état ¢ nous permettant de factoriser est donc

¢(rz) v
3r loglog(ry)

P(c nous permette de factoriser) > (A.40)

Donc en répétant la procédure quantique O(loglog(r;)) fois, notre probabilité de
succes est supérieure a une constante proche de 1. Il est méme possible d’augmen-
ter la quantité de post-traitement classique aprés I'obtention de ¢ et de diminuer
I’espérance du nombre d’itérations quantiques a effectuer & une constante.
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A.5.2 Le logarithme discret

[’algorithme calculant le logarithme discret est plus complexe que ’algorithme ef-
fectuant la factorisation. La preuve de sa complexité est aussi plus difficile. Nous ne
donnerons ici que le début de la procédure. Le lecteur est donc encouragé a jeter un
coup d’ceil sur [29] s’il est friand de détails.

Considérons le corps Z, et un générateur g de Z;. Nous cherchons alors a solutionner,
pour tout ¥ € Zy, 'équation ¢" = z (mod p). L’algorithme ressemble & celui de la
factorisation mais utilise deux registres d’entrées dans une superposition égale de

tous les nombres de 0 & p — 2

p—2 p—2
1

—= > la) [ [0)* (A.41)

p a=0 b=0

ol t est tel que ¢ = 2! et p < 2¢ < 2p. Ensuite, & 'aide d’un circuit unitaire, 1’état
suivant est calculé

— |a) [b) |g*2™" (mod p)). (A.42)

La transformation de Fourier est ensuite appliquée de maniére séparée aux deux
premiers registres, 1’état (A.42) étant transformé en

g—1 p—-1

1 21t (ge a. —
o 2 e Iald) |g"a ! (mod p)). (A.43)
a\p ¢,d=0 a,b=0

Et puis on observe I’état dans la base canonique. Nous obtiendrons alors un état
lc) |d) |g*) avec probabilité

1 s}
P(c,d, k) = m E e’q (actbd) (A.44)
a,b

a—rb=k

ou cette somme est prise pour tous les a et b tels que a—rb = k (mod p—1). En faisant
une restriction similaire a (A.36), nous pouvons montrer que cette probabilité est
suffisamment grande, et qu’avec un nombre d’utilisations de la procédure quantique
constant (mais grand) nous pouvons, a I’aide du développement en fraction continue
et du théoréme des restes chinois, calculer 7.
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