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Résumé

Nous présentons dans ce mémoire plusieurs caractéristiques de la sphere de Poincaré,
aussi appelée sphere de Bloch. Nous décrivons comment calculer la matrice de rota-
tion de R? qui correspond a une transformation unitaire donnée, et inversement, la
matrice unitaire correspondant a chaque rotation. Nous montrons que tout ensemble
d’états quantiques contenu dans un plan a travers la sphere de Poincaré peut étre
chiffré parfaitement a I’aide d’un bit de clé, et que les autres ensembles requierent
deux bits. Nous investiguons également le cas des espaces de dimension supérieure
a deux. Nous étudions enfin la généralité de notre modele de chiffre, le canal privé
quantique, ou CQP. Nous introduisons la notion de CQP unitaire a ancille variable,
et nous montrons que tout modele de chiffre parfait se réduit a ce nouveau modele.
Nous montrons aussi que, peu importe le modele utilisé, il faut 2n bits de clé pour

chiffrer n qubits.






Abstract

In this thesis, we present many facts pertaining to the Poincaré sphere, also called
the Bloch sphere. We demonstrate how to compute the R? rotation matrix that cor-
responds to a given unitary matrix and, inversely, the unitary matrix corresponding
to each rotation matrix. We show that any set of quantum states that is contained
in a plane through the Bloch sphere can be encrypted perfectly using only one bit
of key, while two bits are required to encrypt any other set. We also try to find
equivalent statements for spaces of dimension higher than two. Last, we study the
generality of our encryption model, the private quantum channel, or PQC. We in-
troduce the notion of unitary PQC with variable ancilla, and show that any model
for a perfect quantum cypher reduces to this new model. We also show that, using

any model, 2n bits of key are always required to encrypt n qubits.






Introduction

La recherche qui a mené a I’écriture de ce mémoire provient d’une idée lancée en 2003
a 'Institut de recherche Bellairs de McGill, a la Barbade, lors de I'atelier de crypto-
graphie quantique qu’y organise annuellement Claude Crépeau. On y présentait des
résultats sur le chiffrement d’information quantique. Un des présentateurs, Alain
Tapp, décrivait la notion de canal quantique privé (CQP), I’équivalent quantique
du chiffre de Vernam. Dans ce modele, il apparait que deux bits (classiques) de clé
doivent étre partagés au préalable par Alice et Bob pour chaque qubit qu’Alice veut

transmettre de maniere confidentielle.

Lors d’une discussion informelle, a laquelle participaient notamment Claude Crépeau,
Daniel Gottesman, Patrick Hayden, Louis Salvail, Alain Tapp et Andreas Winter,
on remarqua qu’en restreignant ’ensemble des messages en clair qu’Alice pouvait
chiffrer — traditionnellement, on lui permettait tout état quantique p d'une dimen-
sion donnée —, on observait un phénomene intrigant : on trouvait des ensembles
requérant un, log 3 ou deux bits de clé pour étre chiffrés parfaitement, mais aucun
ensemble ne semblait nécessiter une quantité de clé différente de logn bits, pour
un nombre entier n quelconque. On émit donc ’hypothese que n’importe quel en-
semble pourrait étre chiffré avec logn bits de clé, ou n dépendrait de la structure

de ’ensemble des messages en clair.

uteur Smoi € iscussi uivi i u
L’auteur de ce mémoire, présent lors de cette discussion, suivit le conseil de Claude
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Crépeau, son directeur de recherche, et fit des questions qui venaient d’étre soulevées
son principal sujet de recherche. L’objectif premier était de découvrir une regle qui
permettrait, étant donné un quelconque ensemble d’états €2, de connaitre la quantité
de clé requise pour chiffrer 2. Si cette valeur permet en quelque sorte de quantifier
I'information que peut contenir ’ensemble {2, alors on s’attendait a observer de
véritables quanta d’information — car, pensait-on, seulement les quantités discretes

log n seraient permises.

Les réponses a ces questions demeurent tres incompletes, mais les investigations
entreprises pour les trouver ont mené a d’autres résultats. Le premier exemple qui
avait été donné d’ensembles pouvant étre chiffrés a ’aide d’un seul bit de clé avait
été illustré géométriquement : il s’agissait de considérer des cercles sur la sphere de
Poincaré, qui est une représentation dans R? des états quantiques dans un espace de
dimension deux. A mesure que sa recherche avancait, I’auteur a vite compris qu’une
compréhension approfondie de ce qu’est la sphere de Poincaré était certainement

nécessaire a 'avancement de sa recherche.

Le deuxieme chapitre, qui devait au départ étre tres court et ne servir qu’a intro-
duire les concepts nécessaires a la compréhension du chapitre 3, est donc devenu
un exposé détaillé de tout ce que 'auteur a pu découvrir au sujet de cette sphere
au cours de sa recherche. On y montre entre autre — c’était déja connu — qu’il
existe une correspondance entre, d'une part, les transformations unitaires sur les
états quantiques et, d’autre part, les rotations dans R3. L’originalité de ce chapitre
vient du fait que cette correspondance sera donnée explicitement : étant donné une

matrice unitaire, on montre comment calculer la rotation associée, et vice versa.

L’auteur s’est beaucoup interrogé sur 'existence d’une sphere de Poincaré pour les
espaces de dimensions supérieures a deux. Il fut enthousiasmé de découvrir 'exis-

tence d’un article de Paolo Zanardi, [Zan98|, qui confirmait I’état de sa recherche &
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ce sujet et la poussait plus loin.

Les emprunts a Zanardi et a tout ouvrage de référence seront diiment notés. Plu-
sieurs propositions présentés au cours du texte font partie du folklore de I'informa-
tique quantique. Peu de résultats seront vraiment nouveaux. Par contre, toutes les

démonstrations, a moins d’indication contraire, sont I'ccuvre de ’auteur.

Le troisieme chapitre tente de répondre a la question qui fut le moteur de cette
recherche, a savoir quelle quantité de clé il est nécessaire d’utiliser pour chiffrer
I’ensemble arbitraire d’états €). La question sera completement résolue pour les €2
qui sont sous-ensembles d’'un espace de dimension deux (un qubit) : un bit suffit
si la représentation de Q dans R? est contenue dans un plan & travers la sphere
de Poincaré ; autrement, deux bits sont nécessaires. On montre aussi qu’'un bit est
toujours nécessaire et que deux bits suffisent toujours. Pour les espaces a plus haute
dimension, quelques cas particuliers seront résolus. Pour le cas général, une condition

sera énoncée, a laquelle devra répondre tout chiffre £ de I'ensemble (2.

Les résultats du chapitre trois sont tous des résultats originaux, développés tantot
par l'auteur seul, tantot en collaboration avec des collegues. On retrouvera, au fil

du texte, des notes indiquant chaque collaboration.

Le quatrieme et dernier chapitre s’interroge sur le modele utilisé pour décrire les
canaux privés quantiques. Suivant ’exemple de [AMTAWO00], il était présumé, dans
les chapitres précédents, que 'opérateur de chiffrement devait avoir une forme par-
ticuliere. Le chapitre quatre devait étre une démonstration du fait que ce modele
est aussi général que possible. Devant I'impossibilité de démontrer ce fait, 'auteur a
développé la notion de CQP unitaire a ancille variable, un modele 1égerement plus
général que le précédent. La notion de CQP général sera aussi introduite, pour in-
clure tous les opérateurs de chiffrement possibles. Il sera enfin démontré qu’a tout

CQP général correspond un CQP unitaire a ancille variable équivalent.
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Cet ultime chapitre présente aussi une preuve que 2n bits de clé sont nécessaires pour
chiffrer n qubits, méme dans le modele de CQP général. Il avait été montré dans
[DHTO03] que 2n bits classiques étaient requis pour dissimuler! n qubits. On y laissait
aussi entendre que la méme preuve pourrait s’appliquer au chiffrement d’information
quantique. C’est ce qui a été fait dans ce chapitre. L’auteur s’est aussi aidé des
exercices donnés par Patrick Hayden dans le cadre de son cours d’informatique

quantique, donné a I’hiver 2005 a l'université McGill.

'Nous utilisons le terme «dissimulation» pour traduire 'expression anglaise «data hiding».
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Chapitre 1

Introduction a ’informatique

quantique

Dans ce chapitre seront formulées les notions de base de I'informatique quantique.
Beaucoup d’éléments sont empruntés a [NCO00], mais nous verrons uniquement les
notions nécessaires a la compréhension du présent document. Le traitement condensé
qui en est fait sera idéal pour le lecteur qui désire rafraichir sa mémoire et se fa-
miliariser avec la notation. Par contre, le lecteur pour qui une partie significative
des notions présentées ici serait completement nouvelle est invité a consulter des

ouvrages de référence plus détaillés.

1.1 Etats quantiques et notation «braket»

Définition 1.1.1. Un espace de Hilbert est un espace vectoriel complexe muni
du produit interne canonique < Y. z€; , Zj wjf; >= Z” Ziw; < € , f_; >, 0l Z
dénote le conjugué complexe de z. On dénote ’espace de Hilbert de dimension d par

H.
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L’importance des espaces de Hilbert est la suivante : la mécanique quantique postule
qu’a tout systeme physique isolé est associé un espace de Hilbert H?. L’état d’un

tel systeme peut étre décrit completement par un vecteur de norme un dans H<.

L’espace des états quantiques dans H? sera dénoté par H¢, ou Iindice 1 rappelle
la norme des vecteurs contenus dans ce sous-ensemble. Nous appellerons ces états
des «états pursy, par opposition aux états mélangés, un concept que nous définirons
bientot. De la méme fagon qu’on trace une fleche au-dessus d’une lettre qui dénote
un vecteur, par exemple U, nous inscrirons dans un ket un symbole qui représente
un vecteur de norme un, comme ceci : [1). Les d vecteurs formant la base canonique

de H? seront représentés ainsi : [0),[1),...,|d —1).

L’unité de base de I'information quantique est le qubit. Tandis qu'un bit classique
peut prendre les valeurs 0 ou 1, un qubit peut prendre pour valeur n’importe quel

vecteur de H?, en particulier |0) ou |1).

On peut toujours représenter la valeur |¢p) € H? d’un qubit de la fagon suivante :
o
) = al0) + B [1) = 5|

o, B € Cet |af* +|0]* = 1.
Un bra est un ket conjugué et transposé :
def =
Wl 9w =la 5.

De facon générale, Af o (A)T est donnée par la matrice A conjuguée, puis trans-

posée.

Puisque le ket |¢)) est un vecteur colonne et le bra (p| est un vecteur ligne, la

juxtaposition d'un bra et d’un ket, (p|v¢), pourra étre interprétée comme un produit
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matriciel, ou encore comme le produit interne des vecteurs |p) et [1)), puisque les

deux interprétations concordent.

Voici quelques états dont il sera souvent question dans les pages a venir :

1 0
def def
0)= ||, = ||,
0 1
ef 1 1 def 1 1
INE — ||, N — ,
V2 |1 V2 |
ef 1 1 def 1 1
)= =1 | 0) = ==
V2 | V2 |

1.2 Les fonctions trace et Vec

La trace d’une matrice est la somme de ses éléments diagonaux. On la définit comme

suit :

U
—

e (4) 3 (i AL,

oit A est une matrice d x d et {|i)} est une base orthonormale de H¢. Voici quelques

Il
o

propriétés utiles de la trace :

tr(A+ B) =tr(A) +tr(B),
tr (AA) = Atr (A4),
tr (AB) = tr (BA).

Vec (A) est un vecteur colonne composé de toutes les colonnes de A placées les unes

sous les autres. Si A est de taille m x n et qu’on dénote ses éléments par a; ;, alors

T
def
Vec (A) - A11,-++5,Am 1,12, Qm2y -, Al ny -+, Amn
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Tout comme la trace, Vec est une transformation linéaire :
Vec (A + B) = Vec (A) + Vec (B),
Vec (AA) = AVec (4) .

Observation intéressante : le produit interne de Hilbert-Schmidt entre deux

matrices A et B de taille n x n, donné par < A, B >4y (ATB), peut étre récrit en

ces termes :

< A,B >=<Vec(A),Vec(B) >
le terme de droite étant le produit interne canonique de H n?,
L’identité suivante est aussi digne de mention. La démonstration n’a pu en étre

trouvée dans aucun ouvrage de référence — c’est pourquoi elle est faite ici. On peut

en sauter la lecture sans compromettre sa compréhension du reste du texte.

Proposition 1.2.1. Si les dimensions des matrices A, B et C' sont telles que le

produit ABC' eziste, alors Vec(ABC) = (CT @ A)Vec(B).!

Démonstration. Supposons que A soit une matrice m X n, B une matrice n X p
et C' une matrice p x ¢q. Trouvons d’abord une expression décrivant 1’élément a

I'intersection de la ¢ ligne et de la j¢ colonne de la matrice ABC' :

= lgn(A)Bcol-(C)

= Z lgn;(A)col,(B)Cjy.

Pour 0 < j < ¢—1,1 <i < m, on peut maintenant écrire le (mj + )¢ élément de

Vec(ABC') comme

Vec(ABC) pjvi = Zlgn )coli(B)Cje.

'L’opérateur ® sera défini a la section 1.7.
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A présent, calculons le (mj +14)¢ élément de (CT @ A)Vec(B) pour 0 < j < g—1 et

1<:<m:

((C" @ A)Vec(B)) = lgn

mj—+i

((C’T ® A)Vec(B))

mj+i
p
- Z Crlgn;(A)col,(B)
=1

= Vec(ABC)pj+i-

1.3 Quelques matrices a connaitre

Voici les principales familles de matrices avec lesquelles le lecteur devra se familia-

riser :

1. N est normale si NTN = NNT.

2. H est hermitienne si H = H. On dénote ’ensemble des matrices hermi-

tiennes d x d par H(d).

3. Q est positive si pour tout état [¢) € HZ, (¢| Q|¢) > 0 ou, autrement dit, si
(Y| Q |1) est toujours réel et non négatif. On dénote I'ensemble des matrices

positives d x d par P(d).

4. p est une matrice de densité si p est positive et tr(p) = 1. On dénote

I'ensemble des matrices de densité d x d par D(d).

5. U est unitaire si UTU = I. On dénote 'ensemble des matrices unitaires d x d

par U(d).

6. P est un projecteur si Pt = P et P2 = P.
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1.3.1 Matrices normales et décomposition spectrale

Soit N une matrice d X d. Le théoreme de la décomposition spectrale affirme que
N est normale si et seulement si on peut trouver une base orthonormale {|¢;)}4,

de H¢ et des nombres complexes \; tels que

N = Z)\i |tha) (il - (1.1)

Si tel est le cas, les |¢;) sont les vecteurs propres de N et les \; sont les valeurs

propres correspondantes.

La décomposition spectrale permet de catégoriser certaines matrices en fonction de
leurs valeurs propres. En effet, I’équation 1.1 et un peu d’effort permettent de voir
que si IV est une matrice normale, alors :

1. N est hermitienne si et seulement si ses valeurs propres sont réelles.

2. N est positive si et seulement si ses valeurs propres sont réelles et non négatives.

3. N est une matrice de densité si et seulement si ses valeurs propres sont réelles,

non négatives et ont pour somme un.

4. N est unitaire si et seulement si ses valeurs propres sont des nombres complexes

de norme un.

5. N est un projecteur si et seulement si chacune de ses valeurs propres est soit

zéro, soit un.
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1.3.2 Matrices positives

Il existe plusieurs fagons de décrire les matrices positives, chacune ayant ses avan-

tages. On peut trouver la preuve du théoreme qui suit dans [Ber92|, au théoreme

12.7.12.

Théoreme 1.3.1. Soit () une matrice dxd. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Q) est positive.
2. QT = Q et les valeurs propres de Q sont réelles et non négatives.
3. Il existe une matrice positive R telle que Q = R2.

4. 1l existe une matrice d x d quelconque S telle que Q = S*8S.

1.3.3 Matrices unitaires

Proposition 1.3.2. Les conditions suivantes sont équivalentes :

1. U est une matrice unitaire.

2. U préserve le produit scalaire : VU, w. < U0, Uw >=< U ,w >.

3. U préserve la norme : YU . ||Ut|| = ||v]].

4. U effectue un changement de base. Autrement dit, de l’application de U a une

base orthonormale résulte une autre base orthonormale.

Si {|Jvi) Yoy et {|wi) 12y sont deux bases orthonormales de H?, on peut toujours

trouver une matrice unitaire U telle que [¢;) = U |¢;).
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Les matrices unitaires permettent de ramener les matrices normales a leur forme
diagonale. En effet, si NV est normale, la décomposition spectrale permet d’écrire
N = Zf;ol i |1s) (3], ot {[abs) }=5 est une base orthonormale de H¢. Il existe alors

une matrice unitaire U telle que U |i) = |¢;) pour tous les i, de sorte que
d-1
N => " \Ui) (i|UT.
i=0

Il s’ensuit que

d—1 d—1
UINU =Y NUTU i) (G UTU =) i) (i
=0 =0

est une matrice diagonale.

1.3.4 Matrices de Pauli et de Hadamard

Les quatre matrices suivantes, appelées matrices de Pauli, joueront un role central

dans ce mémoire :

def def
X = g1 =

def  def |0 —1
Y:U2: y

def def 1 0
= O 3 =

Le lecteur pourra vérifier que chacune de ces matrices est a la fois hermitienne et

unitaire, et donc, satisfait les égalités suivantes : 02 = aiag =1.
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Une autre matrice jouant un role important est celle de Hadamard. Elle aussi est

hermitienne et unitaire :

Les relations suivantes faciliteront plusieurs calculs :

Y = iXZ
X = HZH
—0,0; SlZ,j>OetZ7£]

O'Z‘O'j =
o;0; autrement.

1.4 Matrices de densité

Un mélange d’états purs est une distribution de probabilité sur un ensemble fini
d’états purs :
|t1)  avec probabilité p;
U= : : (1.2)

|tn) avec probabilité p,.

Nous voudrions pouvoir considérer un mélange d’états purs comme étant lui-méme
un état. Malheureusement, le formalisme des «vecteurs-états» ne le permet pas. C’est
pourquoi nous présentons un nouveau formalisme : celui des matrices de densité, ou
opérateurs de densité. Il est équivalent a celui des vecteurs-états en ce qui a trait

aux états purs, mais il permet également de travailler avec des états mélangés.

Dans les sections qui suivent, chaque loi de la mécanique quantique sera présentée
sous deux formes différentes : une fois dans le langage des vecteurs-états, une fois

dans celui des matrices de densité.
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Si on représente I’état d’un systéme quantique par le vecteur-état [¢), alors la matrice
de densité représentant le méme systeme sera [1) (1|. Par exemple, un qubit dans
I'état [¢p) = a|0) + [ ]1) sera représenté par la matrice densité
a [7 7] aa  aff o> af

a _

) (¥] = o _
& fa pp as Bl

L’opérateur de densité représentant le mélange 1.2 sera :

P = Zpi |vhi) (il -

i=1

Dorénavant, on traitera p comme un état a part entiere. On dira qu’il s’agit d’un état
mélangé, par opposition aux états purs. L’ensemble de tous les états (mélangés et
purs) dans un espace de dimension d, puisqu’il correspond & I’ensemble des matrices

de densité d x d, pourra étre dénoté par D(d).

Proposition 1.4.1. Un état p € D(d) est pur si et seulement si tr (p?) = 1.

Pour dénoter la matrice de densité associée a 1’état pur |¢), on écrira parfois ¢ au

lieu de [¢) ().

1.5 Evolution unitaire

Les matrices unitaires servent a décrire I’évolution des systemes quantiques. En
effet, si [¢), est I'état d'un systéme quantique isolé au temps ty, alors I'état [1)),
du systeme au temps t; est relié a I’état initial par une transformation unitaire U,

comme ceci : [¢), =U [¢), .

Si I'état d’un systeme est décrit a I'aide d’'une matrice de densité p, voici comment

on peut en décrire 1’évolution :

p= Zpi |1i) (Wi L ZPZU i) (0| UT = UpU™.

22



L’état du systeme au temps ¢; est donc obtenu de I’état initial p;, en effectuant une

conjugaison par une matrice unitaire : p;, = Up;, UT.

1.6 Mesures

1.6.1 Mesures projectives

Si Py, Py,..., P, 1 sont des projecteurs tels que ZZ:OIPZ- = 1,2 on représente la
mesure projective correspondante par Ml = [Py, Pi,..., P, 1]. Si on effectue la
mesure M sur un systeme qui est dans ’état |¢)), alors on obtient le résultat m avec

probabilité || P, [1) ||> = (¥| P |1). Sachant que le résultat m a été obtenu, I'état
Prn|t)

du systeme apres la mesure est BT On peut donc voir Ml comme un opérateur
décrit par :
M P s
) = HPm—‘lz);H, avec probabilité || P, [¥) ||>.
m

Par exemple, si un qubit dans I'état |¢0) = a|0) + 5 |1) est mesuré dans la base de
calcul, c’est-a-dire a I'aide de la mesure M = [|0) (0], |1) (1]], alors avec probabilité
||?, on obtiendra le résultat 0 et 1'état du qubit deviendra |0). Avec probabilité
|3]?, on obtiendra le résultat 1 et I'état |1).

Si ’état d’un systeme est décrit par une matrice de densité p et qu'on applique la
mesure projective Ml = [Py, Py, ..., P, 1] a ce systéme, alors on obtient le résultat

m avec probabilité

DPm = 1T (Pmp)

2Le lecteur pourra s’amuser & vérifier I’équivalence suivante, ot1 les P; sont des projecteurs d x d :

lp—JTe mltr(P) = d et P,P; = 0 chaque fois que i # j ).
1=0 1=0 J
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et I’état du systeme apres 'obtention du résultat m devient

P.pP,
tr (Pnp)

1.6.2 Mesures générales

Une mesure quelconque peut toujours étre décrite par une collection {A4;}", de
matrices d x d satisfaisant I’équation

n

> AlA =1

i=1
Nous appellerons mesure générale, ou tout simplement mesure, une telle collec-

tion {A;} ;. Si on mesure 'état p, il se transformera selon la regle

A, pAl
p M #, avec probabilité tr (Amijn) )

tr (Am pA%)

Les mesures projectives sont un cas particulier des mesures générales. Bien que nous
n’en ferons pas ici la démonstration, il est possible de simuler toute mesure sur un

systeme A a l'aide de la séquence d’opérations suivante :

— Adjonction d’un systeme ancillaire B,

— transformation unitaire sur le systéeme conjoint AB,

mesure projective du systeme ancillaire B,

trace partielle du systeme B.
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1.7 Produit tensoriel et juxtaposition de systemes

Si A est un matrice m x n dont on dénote les éléments par a;; et que B est de
dimension p x ¢, alors le produit tensoriel entre A et B est la matrice mp x ng

définie par

Ojl’lB s CLLnB

Ao BY

am1B - amnB

Les principales propriétés du produit tensoriel sont les suivantes :

—_

(A®B)®C =A% (B®O).
2 (A+B)@(C+D)=AC+A®D+B®C+B®D.
3. M @ uB = \u(A ® B).

4. (A® B)(C ® D)= AC ® BD.

5. (A® B)t = At @ B

Si V et W sont des espaces vectoriels ayant pour base {[7)}{2, et {|7)}}_,, respecti-

vement, alors V' ® W est un espace de dimension mn ayant pour base les vecteurs

1) ©17)-

En termes de systemes physiques, le produit tensoriel sert a décrire 1’état d’un
systeme composé de différents sous-systemes juxtaposés. Si on juxtapose n systemes,
numérotés de 1 & n, et que I'état du systeme i est décrit par ;) € H% alors I'état

du systeme global est décrit par |¢;) @ -+ @ |¢b,) € H' @ - -+ @ H%™.

De la méme fagon, si on décrit I’état du systeme ¢ a 1’aide de la matrice de densité

pi, I'état du systeme global sera décrit par p; ® - -+ ® py.
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La proposition suivante s’avérera utile a la section 2.6 :

Proposition 1.7.1.% Si A est une matrice m x m et B, une matrice n X n, alors

det A® B = (det A)"(det B)™.

1.8 Trace partielle

Prenons deux systemes, A et B, de dimension m et n, respectivement. Si I’état du
systeme A est donné par la matrice p* et celui de B, par ¢, nous avons vu que

I’état du systeme conjoint pouvait étre décrit par le produit tensoriel p4 ® o?.

A Tinverse, la trace partielle? est la fonction trp : D(mn) — D(m) qui, prenant
pour entrée un état pP du systeme AB, a pour valeur une matrice de densité
pd = trp (pAB) décrivant ’état du systeme A, quand on le considere comme un
systeme isolé. En termes mathématiques,

n

def B B
trs (%) =3 (11w (A7) % (11 0 1£0)").

k=1
ott I est la matrice identité m x m opérant sur le systeme A et {|fi)}7_, est une
AB)

base orthonormale de ’espace H™ associé au systeme B. La valeur de trp (p ne

dépend aucunement du choix de la base {|fi)}7_;.

3[Ber92], page 324.
4Pour une définition différente, mais équivalente, de ce concept, le lecteur est invité a consulter

[NCO00], ou la trace partielle est définie comme étant la fonction linéaire satisfaisant I’équation
trp (la1) (az| ® |b1) (b2]) = |a1) (az| tr (|b1) (b2]), chaque fois que |a1) et |ag) sont deux états purs

du systeme A et |ay) et |az), deux états purs du systeme B.
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1.9 Super-opérateurs

Un super-opérateur est une transformation & : D(d) — D(d) décrite par une famille
{A;}r_, de matrices d x d telle que 25:1 A}Aj = I. L’effet du super-opérateur &

sur la matrice de densité p sera décrit comme ceci :
k
_ T
E(p) = Z AjpA;.
j=1
En général, toute opération quantique n’apportant pas d’information sur le systeme

a transformer peut étre décrite par un super-opérateur.

Aussi, tout super-opérateur est équivalent a la séquence d’opérations suivantes :
ajout d’'une ancille, opération unitaire, trace partielle. Plus formellement, pour tout

super-opérateur &, il existe une matrice unitaire U telle que pour tout p? € D(d),

£(p) = trp (U (pA ® |0) <0|B) UT) .

1.10 Entropie d’états quantiques

1.10.1 Entropie de von Neumann

Soit 7 = (p1,p2,-..,pn) un vecteur de probabilité.> L’entropie de Shannon de la

distribution p est donnée par
def =
H(p) = =) pilogp;.
i=1

On peut définir 'entropie d’'un état quantique de fagon similaire. Soit p € D(d) un

état quantique ayant pour décomposition spectrale p = Z?Zl i [1;) (1;]. Les valeurs

°Le vecteur (p1,. .., py,) est un vecteur de probabilité si 0 < p; < 1 pour tout i et si > ., p; = 1.
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propres de p forment une distribution de probabilité. On peut définir ’entropie de

von Neumann de I’état p comme étant ’entropie de Shannon de ses valeurs propres :
def =
H(p) = =) Ailog A
i=1

Le lecteur désireux d’apprendre certaines propriétés et applications de I'entropie de

von Neumann est invité a consulter [NCO0O].

1.10.2 Entropie conditionnelle

Si p est un état du systeme AB, nous écrirons parfois H(A, B), au lieu de H(p).

Nous pouvons aussi définir H(A), g (trp (p)). L’entropie conditionnelle du

systeme A, connaissant B, sera alors définie comme étant
def
H(A|B), = H(A, B), — H(B),.

Maintenant, si p est un état du systeme ABC, on peut définir I'information mu-

tuelle entre A et B, connaissant C, comme étant

I(A; BIC), = H(A|C), — H(A|B,C),.

Voici maintenant une collection de faits qui seront utilisés dans la section 4.3. Nous

nous contenterons d’en voir I’énoncé, sans démonstration.

Proposition 1.10.1.°7(A; B|C), < 2log min(dim A, dim B).
Proposition 1.10.2.” H(A, B) 0o = H(A), + H(B),.

Proposition 1.10.3.® H(A|B,C), < H(A|B),.

6[Hay05].
T[NC00], exercice 11.13, page 514
8[NCO00], théoréme 11.15, page 522.
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Proposition 1.10.4.° L’entropie conditionnelle est concave, c¢’est-a-dire que pour

tout X tel que 0 < X <1, H(A|B)xpy+-(1-2)p, = AH(A|B),, + (1 = XN)H(A|B),,.

Proposition 1.10.5.198; pAB est séparable, alors H(A|B), > 0.

1.11 Faits relatifs a la commutativité de matrices

Théoréme 1.11.1. '' Soit A une matrice normale et B une matrice hermitienne.
Alors AB = BA si et seulement s’il existe une base orthonormale telle que A et B

sont toutes deux diagonales dans la méme base.

Démonstration. La preuve est la méme que dans [NCO00]. Il n’y a dans cette preuve
qu’'une seule restriction sur A, c’est qu’elle doit posséder une décomposition spec-
trale, ce qui est le cas lorsqu’elle est normale. La preuve reste valide tant que cette

condition est remplie.

Corollaire 1.11.2. 57 U est une matrice unitaire telle que Up = pU pour toute

matrice hermitienne p € H(d), alors U = X, ot X € C,|\| = 1.

Démonstration. Prenons une matrice U telle que dans 1’énoncé du corollaire. Nous

allons commencer par montrer que tout vecteur |¢)) est un vecteur propre de U.

9[NC00], corollaire 11.13, page 520.
10[Hay05).
1 Adaptation du théoréme 2.2 de [NCO00], page 77.
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Soit 1) un vecteur arbitraire. Alors 1 o |4) (1] est une matrice hermitienne et, par
hypothese, Uy = ¢U. Par le théoreme 1.11.1, il existe une base {|i1),...|vq)} de
H? telle que U et 1 sont toutes deux diagonales dans la méme base. Aussi, puisque 1
divise I’espace en un espace propre de dimension 1 correspondant a la valeur propre
1, et en un espace propre de dimension d — 1 correspondant a la valeur propre 0,
il faut que ¥ = |¢);) (¢;] pour un certain i. Sans perte de généralité, i = 1 et nous
pouvons éerire U = A1) (9] + S50, \i [:) (14, ce qui montre que U 1) = A|¢)).

Autrement dit, [¢) est un vecteur propre de U.

Montrons maintenant que A est la seule valeur propre de U, c¢’est-a-dire que A\; = A
pour tout ¢. Puisque chaque vecteur est un vecteur propre de U, alors, en particulier,
U(v) — |1:)) = 2(|¢)) — |¢;)) pour un certain z. Mais comme il est aussi vrai que

U(J) — i) = X)) — i |[¢), 1l faut nécessairement que z = \; = .

Donc, U = )\z;lzl |1i) (¢;] = M. Finalement, A doit avoir norme un parce que U

est unitaire :

I=UU" =\ =\ =1.
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Chapitre 2

La sphere de Poincaré

2.1 Introduction

La sphere de Poincaré est une représentation géométrique, dans R?, de 1'ensemble
D(2) des états quantiques a deux dimensions. Bien que cette représentation soit
simple et naturelle, il est assez difficile d’en trouver les détails explicites dans les
ouvrages courants, les auteurs y voyant peut-étre autant de trivialités auxquelles il
ne vaut pas la peine de consacrer plus de quelques lignes. L’auteur de ce mémoire
a donc dit prouver lui-méme! les faits colligés dans ce chapitre. Méme s’ils sont
effectivement simples et sans doute déja connus de plusieurs membres de la commu-
nauté scientifique, les jeunes chercheurs en retireront sans doute une connaissance

approfondie de plusieurs notions importantes.

' A moins d’indication contraire, chaque démonstration de ce mémoire est 'ceuvre de I’auteur.
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2.2 Notions préliminaires

2.2.1 Les groupes SU(2) et SO(3)

L’intérét réel de la sphere de Poincaré découle d’une correspondance inusitée entre
deux groupes qui n’ont a priori pas de relation évidente entre eux. Il s’agit des
groupes SU(2) et SO(3), qui sont des groupes de transformations sur les espaces
H(2) et R3, respectivement. Nous ne ferons dans cette section qu'un bref rappel de

ce que sont ces deux groupes.

Le groupe SU(2) est bien connu des informaticiens quantiques : il s’agit du groupe
des transformations unitaires de déterminant 1 sur un espace vectoriel complexe a
deux dimensions. De fagon générale, le déterminant d’une matrice unitaire est un

nombre complexe de norme un, comme le montrent les égalités suivantes :

wlor = it
~ v
~ 11

= 1.

La raison pour laquelle nous nous intéressons a SU(2) plutot qu’a U(2), c’est que
les états quantiques sont invariants sous un changement de phase global.
Plus précisément, si z est un nombre complexe de norme 1, alors, pour un état [))
quelconque, on considere que [1)) et z|1)) représentent le méme état, au sens ou
on ne peut physiquement les distinguer. Il s’ensuit que pour toute transformation
unitaire U, les transformations zU, ou z est complexe et de norme 1, sont toutes
équivalentes. On choisit donc un représentant unique pour la classe d’équivalence,

soit la matrice —=U, dont le déterminant est 1.
VU
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Le groupe SO(3) est aussi tres usité. C'est le groupe des transformations orthogo-
nales de déterminant 1 sur un espace vectoriel réel a trois dimensions ou, autrement
dit, des rotations dans R3. Une matrice O est dite orthogonale si OOT = I. On
dénote 'espace des matrices orthogonales d x d par O(3). Les matrices orthogo-
nales sont 1’équivalent réel des matrices unitaires : elles sont, elles aussi, définies
comme étant des isométries?, la seule différence étant qu’elles agissent sur un espace
réel plutot que complexe. Celles de déterminant +1 sont des rotations et celles de

déterminant -1, des réflexions.

2.3 Matrices de densité et espaces vectoriels

Nous nous intéresserons ici aux matrices de densité en tant qu’éléments d’un es-
pace vectoriel. Tachons donc de découvrir dans quel espace résident les matrices de

densité.

Soit D(d) 'ensemble des matrices de densité d x d. Premiere constatation : D(d) n’est
pas un espace vectoriel. Par exemple, si p € D(d), alors —p ¢ D(d), simplement parce
que tr(—p) = —1. Deuxiémement, le plus petit espace vectoriel complexe contenant
D(d) est M(d,C), 'ensemble de toutes les matrices complexes d x d. Fait plus
intéressant, le plus petit espace vectoriel réel contenant D(d) est H(d), 'ensemble

des matrices hermitiennes d x d. C’est ce que nous montrera la proposition 2.3.2.

2.3.1 Matrices hermitiennes

Lemme 2.3.1. Soit H une matrice hermitienne. Alors on peut trouver des matrices

positives P et Q) telles que H = P — Q).

2Une isométrie est une transformation qui préserve la norme de chacun des vecteurs de son

domaine.
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Démonstration. Comme H est hermitienne, les coefficients \; de sa décomposition
spectrale H = Y7 | A; [1;) (1] sont réels. On peut supposer, sans perte de généralité,
que les k premiers \; sont positifs ou nuls, tandis que les autres sont négatifs, de
facon a ce qu’on puisse écrire

k n

H =Nl [ba) (@il = > [Nl ) (il

i=1 i=k+1
On n’a plus qua poser P = S0 [\][vs) (Wil et @ = S0, [N] [vi) (4] Les
matrices P et () sont toutes deux positives, car leurs valeurs propres, les |);|, sont

non négatives.

En particulier, les matrices de Pauli peuvent s’écrire comme suit :

Z = 10)(0] - 1)@l
= HZH
— H|0) (0 H — H 1) (1| H
= A= IN (N

Y = 1) (0] - o) (1]

=5 (10) 0] — 10 1] 1) (0] + 11) (1] — 10) 0] — [0} (1] +411) 0] — 1) 1]
= 20y + i 1)(0] i (1)) 210y — i [1))(0] + (1]
= [0) {0l - o) {0

Proposition 2.3.2. L’espace vectoriel réel engendré par I’ensemble des matrices de

densité d x d est H(d).

Démonstration. 11 suffit de montrer qu’il est possible d’écrire toute matrice hermi-

tienne comme une combinaison linéaire réelle de matrices de densité. Soit H une
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matrice hermitienne. Ecrivons H = P — @, ou P et () sont positives, comme nous le
permet le lemme 2.3.1. Alors nous pouvons aussi écrire H = tr (P) P — tr (Q) Q, ot

et ﬁf’ : tr(P)>0
0 : P=0

et Q est définie de facon similaire. Dans la définition de P, les deux cas mentionnés
sont les seuls cas possibles, car la trace d’une matrice positive est toujours réelle
et plus grande ou égale a zéro, I'égalité tenant si et seulement si la matrice est

elle-méme zéro.?

Lorsque P et () ne sont pas zéro, ce sont des matrices de densité, car elles ont une
trace de valeur un et sont positives. Il s’ensuit que H est une combinaison linéaire

réelle (potentiellement triviale) de matrices de densité.

Corollaire 2.3.3. L’espace vectoriel réel engendré par 'ensemble des matrices po-

sitives d x d est H(d).

Démonstration. Soit P(d) I'ensemble des matrices positives d x d. Comme les ma-
trices positives sont aussi hermitiennes*, nous obtenons la chaine d’inclusions sui-

vante :

D(d) C P(d) C H(d).

3Ceci découle de la décomposition spectrale : posons P = Y. \; [1;) (1;], ot A; > 0. Clairement,

tr(P) =3, A >0 et tr(P) =0 Vi.\; =0.
4Une matrice P est positive si et seulement s'il existe une matrice S telle que P = STS. Cela

implique automatiquement que P est hermitienne : PT = (S19)f = 15 = P.
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Les espaces engendrés par ces ensembles doivent suivre la méme chaine d’inclusions :

span (D(d)) C span (P(d)) C span (H(d))
= H(d) Cspan (P(d)) C H(d), puisque span (D(d)) = span (H(d)) = H(d)
= span (P(d)) = H(d).

2.3.2 Une base pour H(2)

Jusqu’a présent, la discussion sur les matrices de densité et les matrices hermitiennes
était assez simple pour traiter du cas général a d dimensions. Par contre, a partir
de maintenant et a moins d’avis contraire, nous nous en tiendrons au cas a deux

dimensions.

La proposition 2.3.2 nous a appris que pour étudier les matrices de densité en tant
qu’éléments d’un espace vectoriel réel, il faut se tourner vers ’espace des matrices
hermitiennes. La prochaine étape est évidemment de trouver une «bonney base pour

H(2), ce qui fait Pobjet du prochain lemme :

Proposition 2.3.4. Les matrices de Pauli forment une base de H(2).

Démonstration. Nous nous contenterons de démontrer que les matrices de Pauli

engendrent H(2). Le lecteur pourra lui-méme vérifier qu’elles sont linéairement

indépendantes.

Soit A € H(2). Par la propriété AT = A, les éléments diagonaux de A sont réels et

les deux autres sont des conjugués complexes I'un de I'autre. On peut donc écrire
a b—ci

A= ,
b+ ci d
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ou a,b,c,d € R. Maintenant, nous pouvons exprimer A comme une combinaison

linéaire réelle des matrices de Pauli :

A %lo+%do+0b+0—c¢
0 od 0 =atd b 0 ci 0

— (a;d>1+ (a;d)ZerXJrcY.

2.4 La sphere de Poincaré

Il est temps d’entrer dans le vif du sujet : nous allons voir comment représenter les
matrices de densité par des vecteurs de R?. Définissons les ensembles Bs, la boule

de rayon un dans R3 et S5, la surface de By :
S, = {FeR||F| =1},
By = {FeR*|| <1}
Nous verrons qu'’il est possible de représenter chaque état pur [¢)) € H? par un vec-

teur de Sy, puis, qu’en général, il existe une correspondance entre les états quantiques

p € D(2) et les vecteurs de B;. L’ensemble S5 se nomme aussi sphére de Poincaré.

2.4.1 Définition paramétrique de la sphere de Poincaré

La sphere de Poincaré est la représentation géométrique dans un espace réel, soit
R3, de I'ensemble H? des états purs quantiques dans un espace complexe de di-
mension 2. Nous avons vu, a la section 1.1, que chaque état pur |[¢)) € H? peut

s’écrire sous la forme [¢) = a|0) + B]1), ou ||a||® + ||8]|*> = 1. Cette contrainte
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sur la norme de « et de 3 peut aussi étre prise en compte directement en écrivant
1)) = e'#°cos(0) |0) 4 1 sin(f) [1), ou 0 < § < I. Maintenant, par 'invariance des
états sous un changement de phase global,® on peut laisser tomber le coefficient e#°

pour écrire

[9) = cos(5)[0) + e¥sin(5) 1),

ou 0 < ¢ < 2met 0 <@ < L’ajout du facteur % devant 6 permet d’obtenir la
paramétrisation d’une spheére dans R3 — soit Sy —, ce qui met en évidence une

bijection entre Sy et les états purs de HZ.

2.4.2 Une bijection entre états quantiques et points de la

sphere

La proposition 2.3.4 nous apprenait que les matrices de Pauli forment une base de
H(2). Une matrice de densité quelconque p, étant hermitienne, peut donc s’écrire
sous la forme p = al +bX + ¢Y +dZ, avec a,b, ¢, d € R. Aussi, comme tr(p) = 1, il

faut que

1 = tr(p)
= tr(al +bX +cY +dZ)
= atr(l) + btr(X) + ctr(Y) + dtr(Z2)

= 2a,

puisque tr(/) = 2, tandis que tr(X) = tr(Y) = tr(2) = 0.

"Pour tout [¢) € H} et tout ¢ € R, €' [1)) et |¢)) représentent le méme état quantique.

38



Pour reprendre la notation de [NCO00], on peut poser r, = 2b, 1o = 2¢, 73 = 2d, pour

ensuite écrire

p==(I+7-7), (2.1)

ou 7 = (ry,re,r3) et d = (X,Y, Z).

Nous avons aussi vu, & la proposition 1.4.1 que tr(p?) < 1 et que I'égalité est atteinte
si et seulement si p est un état pur. Nous utiliserons ce fait pour établir une contrainte
sur 7. Mais, tout d’abord, il est nécessaire de présenter le lemme suivant, dont la
signification ne sera pas apparente immédiatement, mais qui prendra tout son sens

a la section 2.7 :

Lemme 2.4.1. Soit 7 € R3. Alors (7- )% = ||7]|*1.

Démonstration.
3 2
(- 5)2 = <Z Tigi)
i=1
3 3 3
= Z TiTjO'iO'j + Z 7’1'7“]‘0'1'0]' + Z TiTjOiO'j

b=l =1 b=l
1= 1<] 1>7
3 3 3
_ 2
= E TZ-I‘F g TZ'TjO'Z'O'j—i‘ E 170504
i=1 ij=1 ij=1
1<j 1<j
3
— =212 E
= ||TH I+ TZ‘T’j(O'Z'O'j +Uj0i)
i,7=1
i<j
_ 2|2
= |17,
puisque pour 1 <1 < j < 3, 0;0; = —0;0;.
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Proposition 2.4.2. Soit p = 3(I + 7+ &) une matrice de densité quelconque. Alors

71| < 1, et ’égalité est atteinte si et seulement si p est un état pur.

Démonstration.

1 > tr(p?)
1
= tr(Z(I+F-5)2)
1
= Ztr([+27_‘"5’+(77~5’)2)

1
= Z(tr (I) + 2tr (7 &) + tr(||7*1)), par le lemme 2.4.1

1
= @+ 0+2)71P)

1 1 .,
= §+§H7°H-

Il s’ensuit que ||7]] < 1.

Nous voyons maintenant que toute matrice de densité peut étre représentée par un

vecteur de norme égale ou inférieure & un dans R3, ou autrement dit, par un point

dans Bj.

Nous pouvons donc définir la fonction m : D(2) — Bj de la fagon suivante :

1
m (5(1 +7- 5)) =T. (2.2)
Cette fonction est bien définie car la représentation p = 1(I 4 - &) est unique :

1 1
SU+75)=([+5:6) = 7d=55

= (7"1 — Sl)X + (7"2 — 82)Y + (7"3 — Sg)Z =0

= 11 = 81,72 = S et r3 = S3,
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par indépendance linéaire des matrices de Pauli.

Si, au premier abord, on avait trouvé surprenant qu’il soit possible de représenter un
ensemble de matrices complexes 2 x 2 par un sous-ensemble de R3, on pourra main-
tenant réaliser a quel point cette correspondance est naturelle. En effet, considérons
Ho(2), ensemble des matrices hermitiennes 2 x 2 de trace zéro. Il s’agit d’un espace
vectoriel réel a trois dimensions ayant pour base { X, Y, Z}. Les éléments de H(2) ont
donc la forme 7- @, out 7 € R®. H;(2), Pensemble des matrices hermitiennes de trace

un, est une translation de Hy(2) : on peut donc éerire Hy(2) = {3(I+7-5) |7 € R3}.

De la méme fagon, I'ensemble des matrices de densité D(2) n’est que la translation
d’une boule de Hy(2) — nous lavons vu, D(2) = {3(/ +7-7)|7 € R ||| < 1}.
Aussi, il existe un isomorphisme évident — nommons-le h — entre Hy(2) et R?, soit
X 7, Y LN A4 s k. Cest ce qui explique 'existence de la bijection m, qu’on

pourrait aussi écrire sous la forme m(p) = h(2p — I).

2.4.3 Propriétés de la fonction m
Voici quelques autres propriétés de la fonction m qui pourront nous étre utiles. On
peut en trouver la preuve dans [Zan98].

Proposition 2.4.3.
1. m est une bijection affine, au sens ot m(D . Nip;) = >, \im(p;) chaque fois
que Y . A = 1.
2. (p,o) =141 <m(p),m(o) >.
3. d(p,0) = 3llm(p) —m(o)].

4. m(Dyur(2)) = Sy et m(D(2)) = Bs.

41



Pour conclure cette section, voyons la représentation dans Bs de quelques uns des
états les plus communs. Les symboles 7, 7 et k désigneront les trois vecteurs de la

base canonique de R3.

m(0Y (0]) = m(2T + ~2) = (0,0,1) = F,

2 2
m() (1) = m(5T ~ 37) = (0,0,-1) = ~F.
(1,7 (/1) = m(H (0) (0] H) = m(H (3] + 3 7)H)
_ m(%]+ %X) —(1,0,0) =7,
(N ONJ) = m(H 1) (1| H) = m(H (5T~ 3 2)H)
—m(ir- %X) — (=1,0,0) = -7

:m( I+%Y) —(0,1,0) = 7.
m(EHOD) =m(Z10) (01 2) = m (31 - 37) = 0.-1,0) = =7

m (%1) — (0,0,0).

Cette derniere équation nous apprend que 1'état %I , qu’on appelle parfois état
completement mélangé, correspond au centre de la sphere. Les autres états dont
il est question plus haut correspondent aux points d’intersection entre la surface S,

et les axes des x, des y et des z.

2.5 La conjugaison par une matrice unitaire

La section précédente met en lumiere une correspondance entre les états quantiques

et les points de Bs. Notre prochain objectif sera de découvrir une correspondance
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analogue entre les transformations unitaires sur les états quantiques et certaines
transformations sur Bs. Cet objectif ne sera atteint qu’a la section suivante. Avant
d’y arriver, nous devrons prendre le temps d’étudier la fonction Ad, définie ci-

dessous. Le symbole £(H(2)) désigne I'ensemble des transformations linéaires sur
H(2).

Définition 2.5.1. Ad: SU(2) — L(H(2)) est la fonction définie par

def

AdU(1) = UrUT

pour toutes matrices U € SU(2), T € H(2).

La premiere chose a vérifier, c’est que AdU est bel et bien une transformation
linéaire sur H(2). D’abord, si 7 € H(2), alors (UrUN)! = UrTUT = UrUT, ce qui
montre que AdU(7) € H(2). Ensuite, pour «, 3 € C et 7,0 € H(2), nous avons
U(ao + Br)UT = aUoU' + UTUT, donc AdU est une transformation linéaire.

Proposition 2.5.2.

1. Ad est un homomorphisme du groupe multiplicatif SU(2), c’est-a-dire que pour

U,V € SU(2), Ad(UV) = AdU o AdV.

2. KerAd ={I,—1}.

Démonstration.

1. Soit U,V € SU(2). Pour tout 7 € H(2), nous avons
AdUV) (1) = (UV)r(UV)T
= U(VrvhHut
= U(AdV(1))UT
= AdU(AdV (7))
= AdU o AdV(7).



Donc, Ad(UV) = AdU o AdV.

2. Montrons d’abord que Ker Ad C {I,—1I}. Soit U € Ker Ad, c’est-a-dire que
U est lidentité sur H(2), ou encore, que UrUT = 7 pour tout 7 € H(2). En
multipliant chaque coté de cette égalité par U par la droite, on trouve que
Ut = 7U pour tout 7. Or, toute matrice répondant a cette condition doit étre,
par le corollaire 1.11.2, un multiple de l'identité — c’est-a-dire que U = z1,

olt z € C. Comme |2]| = 2? et, par hypothese, |[U| = 1, il faut que U = +1.

L’inclusion inverse, {I, —1} C Ker Ad, suit du simple fait que pour tout 7 €

H?2), (=D)r(=I)=1I7]=T.

Donc Ker Ad = {I,—1}.

A présent, voyons quelles propriétés peut avoir AdU, en tant que transformation
sur H(2). Il s’avérera que la fonction Ad est une surjection qui envoie les matrices
unitaires a des transformations orthogonales sur H(2), au sens de la définition sui-

vante :

Définition 2.5.3. Une transformation T : H(2) — H(2) est dite orthogonale si
le produit interne (A,B) = tr (ATB) est tnvariant sous T, ou, autrement dit, st

pour tout A, B € H(2), (TA,TB)=(A,B).

Proposition 2.5.4. Si U est une matrice unitaire, alors AdU est une transforma-

tion orthogonale de H(2) qui préserve la trace de toute matrice A € H(2).

Démonstration. Vérifions d’abord que AdU préserve le produit interne entre toutes
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matrices A, B € H(2) :

(AdU(A),AdU(B)) = (UAU',UBU")
= tr (UAUN'(UBUY))
= tr (UATU'UBUY)
= tr(A'B)
= (A,B).

Aussi, tr(UAUT) = tr(A), ce qui montre que AdU préserve la trace de A.

O

Puisque, par la proposition 2.5.4, AdU est une transformation orthogonale de H(2)
qui préserve la trace, alors, en particulier, AdU est une transformation orthogonale
de Ho(2). Comme Hy(2) et R? sont des espaces isomorphes, on s’attend & ce que AdU
corresponde, dans R3, & une transformation orthogonale. Nous nommerons cette

transformation ¢(U) et nous verrons a la section suivante qu’en fait, (U) € SO(3).

2.6 Représentation des transformations unitaires

par des rotations de la sphere de Poincaré

Nous avons vu, a la section 1.5, que I’évolution, sur un intervalle de temps donné,
d’un systeme quantique isolé dont 1’état est décrit par la matrice de densité p,
peut étre représenté par la transformation p — AdU(p). Quand p subit une telle
transformation, qu’advient-il de m(p) ? Autrement dit, quelle transformation de Bj

correspond a AdU ? Il s’agira tout naturellement de la fonction ¢ définie ci-dessous :

Définition 2.6.1. ¢ : SU(2) — SO(3) est la fonction définie par la régle suivante :
o(U)=moAdU om™.
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Le diagramme suivant illustre cette définition :

D(2) 2% D(2)
Bs RACHN Bs

Proposition 2.6.2. ¢ est un homomorphisme.

Démonstration.
e(UV) = moAd(UV)om™
= moAdU o AdV om™!, par la proposition 2.5.2
= moAdUom omoAdV om™!

= oU)op(V).
O

Rien n’indique & priori que le codomaine de ¢ doive étre SO(3). Commengons par

montrer que ¢(U) est nécessairement orthogonale :

Proposition 2.6.3. Pour tout U € SU(2), ¢(U) € O(3).

Démonstration. Soit U € SU(2). 1l suffit de montrer que ¢(U) préserve le produit
interne entre n’importe quels deux vecteurs 7 et § de norme un dans R3. Posons
7=m(p) et §=m(o). Alors,
< @(U)(m(p)), ¢(U)(m(0)) > = <m(UpU"),m(UaU") >
= —14+2<UpU',UcU" >, par la proposition 2.4.3
= —1+2<p,0>, par la proposition 2.5.4

= <m(p),m(c)>.
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La proposition 2.6.5 montrera que les ¢(U) sont en fait des rotations. Tachons pour
I'instant de rendre ces concepts un peu plus concrets. Prenons une matrice unitaire,
disons la matrice de Pauli X. A cette matrice doit correspondre une rotation o(X)

sur R3. Pour découvrir laquelle, il suffit de connaitre son effet sur les vecteurs 7, 7 et

—

k :

P(X)@) = mo(AdX)om™' ()

— mo (AdX)(éI 4 %X)
_ m(X(%I + %X)XT)
1 1

= 7
Cela démontre que ¢(X) fixe 'axe des x. Aussi,

P(X)() = mo(AdX)om™()

11
= m(X(zI+=Y)XT)
2" 2
1.1
= m(zI—2Y
m(51 = JY)

—

= —-J

et, suivant le méme raisonnement,

PX)F) = mX(GI+52)X7)
Lo
2 2
-

:m(

ce qui démontre que p(X) est en fait une rotation d’'un demi-tour autour de 'axe

des z.

De la méme fagon, nous pourrions montrer que ¢(Y’) est une rotation d’un demi-tour

autour de 1'axe des y et ¢(Z), une rotation d'un demi-tour autour de 'axe des z.
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La méthode que nous venons d’utiliser pour déterminer explicitement ¢(X) peut
étre généralisée. Pour une matrice unitaire quelconque U, il suffit de déterminer
leffet de AdU sur les matrices de Pauli de trace zéro pour construire explicitement

la matrice de rotation associée a p(U) :

Proposition 2.6.4. Soit U € SU(2) et soit A la matrice de la transformation
AdU, c’est-a-dire la matrice telle que pour 1 < j < 3, Uo;UT = E?:l Aijoi. Alors
p(U) = A°

Démonstration. Soit 7 € Sy un vecteur arbitraire de norme un. Alors,

e(U)(T) = moAdUom_l(F)
1. 1
= TTLOAdU <§I+§;TJO'J>
1. 1
= m U(§]+§ZT]U]> UT>
j=1
1. 1
— _ _ ) g7t
- m 2I—|—2;TJU0]U>
1 13 3
= m §I—|—§ZTJZAMU@'>
j=1  i=1
1 13 3

=

3 3
1 1 R
= m §[+§ El siai) ,ous; = ElAijrj
1= Jj=

= Ar.

6Plus formellement, la matrice de la transformation ¢(U) est A. L’auteur de ce mémoire se
permet d’utiliser les concepts de transformation linéaire et de matrice associée & une transformation

linéaire de maniére interchangeable.

48



Puisque ¢(U) est une transformation linéaire, o(U)(7) = A7 pour tout 7 € R3, ce

qui termine la preuve.

Proposition 2.6.5. Pour tout U € SU(2), ¢(U) € SO(3).

Démonstration. Soit U € SU(2). Nous savons déja (par la proposition 2.6.3) que
o(U) € O(3). La proposition 2.6.4 nous apprend comment construire la matrice
associée & p(U) : il s’agit de la matrice A telle que Uo;UT = Z?:1 A;jo;, pour

1 < j < 3. Il reste simplement a montrer que le déterminant de A est 1.

Construisons la matrice A telle que UUjUT = Z?:o flijai, pour 0 < 7 < 3. Nous
avons simplement ajouté I’équation triviale UooUT = 0y a notre systéme. La matrice

A est donc une extension triviale de la matrice A :

10 00

N
Il

0
0 A
0

On peut voir aisément que |A| = |A|. Remarquons aussi que A est la matrice de la

transformation AdU : ‘H(2) — H(2), par rapport a la base {o;}7_,.
Maintenant, grace a l'identité Vec(ABC) = Vec(CT @ A)Vec(B)7, on peut écrire

(U* @ U)Vec(o;) = Vec(Uo;U)

3

"Cette identité est I'objet de la proposition 1.2.1.
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Cela montre que A est la matrice de la transformation U*®U sur 'espace Vec(H(2)),
par rapport a la base {Vec(o;)}2,. Il faut donc que A et U* ® U aient le méme

déterminant, et nous obtenons que

e(U)] = |A]
= |4
= [(UreU)
= |U*|*|U|?, par la proposition 1.7.1

= 1

[]

Etudions un autre exemple qui nous permettra de concrétiser ces notions. La trans-

formée de Hadamard a la représentation matricielle suivante :

H=—
V2 |1 -1

Calculons ¢(H) a l'aide de la proposition 2.6.4. Tout d’abord, nous avons vu, a la

section 1.3.4, que

HXH = Z,
HYH = -V,
HZH = X.

La proposition 2.6.4 nous apprend donc que

0 0 1
p(H)= 10 -1 0
1 0 0
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Pour trouver I'axe de rotation ¢ de ¢(H), il suffit d’en trouver un vecteur propre :

_O 0 1| |m
p(H)(F) =7 < 10 =1 0f |r
1 0 0f |r3
-7“3 Tl
S | =ry| = |ry
1 T3
1
S =10
1

Conséquemment, ¢ = {(r,0,7)|r € R} est dans le plan xz et forme un angle de

7 avec ces deux axes. De plus, puisque o(H )2 = I, il s’agit d'une rotation d’'un

demi-tour.

Voyons maintenant de quelle fagon tout cela peut nous simplifier la vie. Pour calculer,
par exemple, AdH (|O) (O]), on peut utiliser 'identité AdH = m~' o p(H) om et
travailler dans R3, en gardant en téte® que m(|O) (O) = 7'

AdH(|0) (O]) = m ™ op(H) om(|O) (O])
= m o p(H)())
= m (=)

= o) (O]

8Voir I’équation correspondante en page 42.
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2.7 Rotations d’un demi-tour

Dans ce chapitre, nous porterons notre attention sur un ensemble de matrices par-
ticulier, celui des matrices a la fois unitaires et hermitiennes. De fagon équivalente,
on peut dire qu’il s’agit de I’ensemble des matrices unitaires qui sont également des

racines carrées de I'identité. En effet, pour U € U(2),

UcH?) & U=U"
& UP=UU'

s U?=1.

Continuons notre réflexion. Soit U une matrice unitaire et hermitienne. Puisque

L. L. 3 .
qu’elle est hermitienne, on peut écrire U =) ;_ 1,0, , pour 1; € R. Aussi,

I = U?

= (rol +7- 5)2, ou 7= (ry,ry,r3)

= 713l +2ro(7- &) + (7 7)?

= 710l + 2ro(7- &) + ||7)*1, par le lemme 2.4.1
3

=0

Nous pouvons récrire ce résultat de la maniere suivante :
3
(-1 + ZT?) ]+2T07’1X +2TOT2Y‘|‘2TOT32 =0.
=0
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Par I'indépendance linéaire des matrices de Pauli, il faut que le coefficient de chacun

des termes de cette équation soit zéro.

Il faut donc que les conditions suivantes soient remplies :

2. rory = oo = ToT's — 0.

La condition (2) implique ro = 0 ou bien 1 = ry = r3 = 0.

Le cas r; = ry = r3 = 0 demande, par la condition (1), que r2 = 1. En d’autres

mots, nous sommes en présence du cas trivial U = +1.

Autrement, le cas 7o = 0 nous permet de récrire la condition (1) de la fagon suivante :
s+ =1. (2.3)

Nous retrouvons donc une paramétrisation identique a celle d’une sphere !

En résumé, si U est a la fois hermitienne et unitaire, il n’y a que deux situations
possibles : soit U est triviale — c’est-a~-dire que U = +1 —, soit U = 7 - &, pour
un certain 7 € Sy. Le cas trivial est sans intérét, mais l'autre cas suggere une

correspondance entre Sy et Uy (2), 'ensemble défini comme suit :
Définition 2.7.1. Uy (2) & (H(2) nU©2) \ {I, -1}

Définition 2.7.2. Nous nommerons w la fonction w : Sy — Up(2) définie par

w(i) € 7.5

Par la discussion précédente, cette fonction est surjective, car nous avons vu que
toute matrice hermitienne et unitaire qui n’est pas +1 doit répondre a la condition
2.3. Elle est aussi clairement injective, car 7+ & = §- ¢ implique nécessairement que

7 = §. Nous venons de démontrer la proposition suivante :
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Proposition 2.7.3. La fonction w est bijective.

Les éléments de Uy (2) étant des matrices U non triviales telles que U? = I, les
rotations ¢(U) qui leur correspondent doivent étre des rotations d’un demi-tour non
triviales, puisque le noyau de la fonction ¢ contient seulement les matrices I et —1,

et que

o(U)? = moAdUom omoAdU om™
= moAd(U*) om™
= moAdlom™

= I

Soit U € Uy (2). Quel peut étre 'axe de rotation de ¢(U)? Pourrait-t-il y avoir
un lien avec le vecteur associé a U par la fonction w? Miraculeusement, le vecteur

wH(U) est Paxe de rotation de p(U) :

Proposition 2.7.4. Soit 7 € Sy. Alors 7 est un point fize de p(w(7)).

—

Démonstration. Premierement, posons U = w(7) = 7+ ¢. Rappelons-nous aussi que
1

m () = 1(I + 7 &), pour constater que m () est un point fixe de AdU.

Um ' (HUT =

NN == O
—~ [.\D
~
+
d

)

|

3
L
—
3

ot
N



On peut maintenant voir que 7 est un point fixe de p(U) :

p(U)(F) = mo(AdU)om™(r)
= m(Um Y (F)UT)
= m(m (7))

= T

2.8 Trouver la matrice unitaire associée a une ro-

tation arbitraire

La proposition 2.6.4 permet, étant donné une matrice unitaire U, d’écrire explicite-
ment la matrice de ¢(U). Dans cette section, nous solutionnons le probleme inverse :
étant donné une rotation arbitraire R : R? — R?, comment trouver une matrice U

telle que p(U) = R?

La discussion de la section précédente nous apporte un début de solution : étant
donné un axe 7, la matrice U = w(7) est telle que p(U) est une rotation d’un demi-
tour autour de 7. Pour développer encore les concepts de la section précédente,
prenons U € Uy(2) et considérons le sous-groupe a un parametre engendré par

I’exponentielle de cette matrice :

i0U  def i(i&U)j

=

> ZGU > (10U )2+
= Z +Z @t

=0 =0 (27
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392j+1

J@J
a ]Z Z (25 +1)!
7=0

= 005(9)] + isin(@)U.

Remarquons que eV est unitaire :

(cos(O) +isin(0)U)(cos(0)] + isin(0)U)' = (cos(0)I + isin(0)U)(cos(0)I — isin(9)UT)

= cos?(0) +sin®*(O)UUT
= 1.

Le théoreme qui suit constitue ’objectif principal de la présente section. Etant donné
une rotation quelconque R € SO(3), il permet de construire une matrice unitaire V'

telle que (V') = R.

Théoréme 2.8.1. Soit 7 € R? tel que ||F]| = 1 et soit § € R. Posons U =7 -G el
définissons U(0) L eisU = cos(9)I +isin(8)U. Alors p(U(0)) est une rotation de 6

radians autour de 7.°

Prenons soin de noter que p(U(w)) = ¢(U). En effet,

p(U(r)) = ¢(ilU)
= moAd(iU) o
= moAd(U)om™

= o).

Avant de passer a la démonstration du théoreme 2.8.1, nous aurons besoin des

lemmes suivants :

9La rotation autour d’un vecteur se fait dans la direction donnée par la régle de la main droite :

quand le pouce droit pointe vers le haut, on tourne dans la direction pointée par les doigts.
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Lemme 2.8.2. Soit § € R et Z() = cos(4)I +isin($)Z. Alors (Z(0)) est une

rotation de 0 radians autour de k.

Démonstration. Comme ¢(Z) est une rotation d'un demi-tour autour de w™*(Z) =
k, on s’attend & ce que ¢(Z(6)) soit une rotation de 6 radians autour du méme
axe. Vérifions cette assertion a 'aide de la proposition 2.6.4, en commengant par

déterminer Veffet de Ad(Z(0)) sur les matrices X,Y et Z.

Z0)XZ(0) = ( (g) I +isin ( ) Z) X (cos (g) I —isin (g) Z)
- ot (5) ¥ (5) o (5) ¥2
rcos (9 i (8) 2 vt (8) 2z
- (o (2] () ronen (3 (9

= cos(0)X +sin(0)Y.

\)

Nous pouvons substituer Y a X dans les équations apparaissant ci-haut pour obtenir

ZOYZ(0) = cos(0)Y +sin(h)iYZ (2.4)
= cos(A)Y —sin(6)X.

Notons que dans la ligne 2.4, nous avons utilisé l'identité Y = i X Z avant de substi-

tuer Y a X. Finalement,

ZO0)ZZ0) = (co <g) I +isin (Z) Z) Z (cos (g) I —isin (g) Z)
= cos’ (g) 7 —icos (g) sin (g) I
+i cos (g) sin (g) I + sin® (g) Z
- (o (5)+(5))7

= Z.
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La proposition 2.6.4 nous permet a présent de construire explicitement la matrice

de p(Z(0)) -
cos(f) —sin(6)

0
©(Z(0)) = |sin(f) cos(d) 0
0 0 1
Cette matrice représente bel et bien une rotation d'un angle 6 autour de k.

]

Lemme 2.8.3. Soit U € Uy (2). Alors il existe une matrice unitaire C € SU(2)
telle que U = CZCT.

Démonstration. Puisque U est hermitienne, il existe une matrice D € SU(2) telle
que DUD' = diag(\1, \2), ot A1, Ay € R. Comme U est également unitaire, on peut
aussi affirmer que |A\1| = [A\2| = 1, ce qui implique que Ai, Ay € {1, —1}. De plus,
M+ A = tr(DUDY)
= tr(U)
= tr(r-d),our €Sy
= 0,

puisque tr (0;) = 0 quand 1 <4 < 3. Il faut donc nécessairement que A\ = —Xy. En

d’autres mots, DUD'" = +Z7.

Si DUD' = Z, la preuve est terminée. Si DUD' = —Z, On pose C' = XD, pour
obtenir
CUCT = XDUD'X
= —XZX

= Z
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Démonstration du théoreme 2.8.1. Soit 7, U et U(6) tels que dans I’énoncé du théoreme.
Nous verrons qu'un simple changement de base permet de passer du lemme 2.8.3 au

résultat du présent théoreme.

Par le lemme 2.8.3, on peut trouver C' € SU(2) telle que CZCT = U. 1l s’ensuit

immédiatement que

oo = ¢ (on(2) 1ism(0) 7)
(

= Co (g) CICY + isin g) Cczot

0
= coS (2) I +isin <2> U

= U(H).
Ce changement de base se transporte automatiquement dans R3 :

p(U(0) = »(CZ()CT)
= moAd(CZ(#)CT)om™!
= moAdC o AdZ(#) o AdCt o m™!, par la propostition 2.5.2
= moAdCom ™ omoAdZ(#)om™ omoAdCT om™
= ¢(C)op(Z()) 0 p(CT)
= ¢(C)op(Z(0)) o p(C)".

L’égalité o(C)~1 = ¢(COT), utilisée ci-dessus, découle des égalités suivante :

0(C)op(CT) = moAdCom™omoAdCT om™!
= moAdCoAdCTom™
= moAd(CC) om™
= moAdlom™!

1

= molom™

= 1.
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Puisque ¢(C') € SO(3) est une rotation, la conjugaison par ¢(C') est un changement
de base qui préserve l'orientation. C’est donc dire que ¢(U(6)) est simplement la

rotation ¢(Z(6)) autour d'un autre axe.

Pour comprendre que 'axe de rotation de p(U(0)) est le méme que celui de p(U),

c’est-a-~dire 7, il suffit de jeter un coup d’eeil aux équations suivantes :

o(C)(K) = moAdCom (k)

1 1
= —I+=2)CT
m(C(2 + 5 )Ch)
1

1

— m(=T+ =

m(2 +2U)
1 1

I
gl

Ceci nous montre que 7 est un point fixe de U(6) :

p(UO)() = @(C)op(Z(0)) o p(C) ()
= ¢(C)op(Z(9))(k)
= @(O)(k)

— 7

Corollaire 2.8.4. La fonction ¢ est surjective.

Corollaire 2.8.5. Les groupes SU(2)/{I,—1} et SO(3) sont isomorphes.

Démonstration. Nous savons déja que ¢ : SU(2) — SO(3) est un homomorphisme

surjectif (grace aux propositions 2.6.2 et 2.8.4). Aussi, le noyau de ¢ est le méme
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que celui de Ad, c’est-a-dire {I, —1}, car

UcKerp & moAdUom™' =1
& AdU =1
& U e Ker Ad.

On peut donc conclure que la fonction ¢ : SU(2)/{I,—1} — SO(3) donnée par la
regle p(U) = o(U)'°, est un isomorphisme, par le Premier théoréme des isomor-

phismes?!!.

2.9 Entropie de von Neumann

La notion d’entropie d’un état quantique a été définie & la section 1.10.1. La présente
section vise a présenter une vision géométrique de cette quantité. Plus précisément,
il apparaitra que 'entropie de von Neumann d’un état p peut étre calculé a partir

de la quantité ||[m(p)]|.

Soit p € D(2). Tragons, & travers l'origine, la ligne £ C R3 passant aussi par m(p). Les
deux points ou ¢ intersecte la sphere Sy définissent deux vecteurs de sens opposé,
disons 7 et —7. Notons tout d’abord que les états purs m~'(7) et m~(—7) sont

nécessairement orthogonaux :

Proposition 2.9.1. Soit ¥ € R® tel que ||F]| = 1 et posons |1g) (o] = m™(F),
Y1) (1| = m™H(=7). Alors (tholthr) = 0.

0%ci, U dénote la classe d’équivalence de U, c’est-a-dire {U, —U}, dans le groupe quotient

SU2)/{1, —1}.

A ce sujet, le lecteur pourra consulter [Art91], page 68.
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Résumé de la démonstration. Puisque 7 peut étre obtenu de k par une simple rota-
tion R, on s’attend a ce que [iy) et |t1) puissent étre obtenu de |0) et |1) par
un simple transformation unitaire, plus précisément qu’une matrice U telle que
R = ¢(U) donne U [¢pg) = |0) et U |¢p1) = |1). Puisque qu’une matrice unitaire

préserve le produit interne, on aura (¢|1;) = (0]1) = 0.

Démonstration. Soit 7, |1y) et |¢1) tels que dans 1’énoncé de la proposition, soit

-

R € SO(3) une rotation telle que R(k) =7 et U € SU(2) telle que o(U) = R. Alors

[¢o) (o] = m™(F)
= m7(R(F))
= m (p(U)(F))
— AdU om™'(k), par définition de ¢ (2.6.1)

= U|0)(0|U".
De facon similaire,

1) (] = m7H(=7)
= AdUom™ (-

!
~—

= U1 {1|U".
Il s’ensuit que
| (Woln) [P = tr (ltbo) (Yoltn) (1)

= tr (U|0) (0| U'U |1) (1] UT)

=t (]0) (O[1) (1))
= 0.

62



Donc (tolth1) = 0.

De la méme fagon que tout point de Bjs est situé sur une ligne ¢ passant par deux
points opposés a la surface, tout état p est situé sur une ligne entre deux états purs

orthogonaux, au sens ol p est une combinaison convexe de ces deux états :

Proposition 2.9.2. Soit p € D(2) et supposons que m(p) = ki, ou k € [0,1]
et |F]] = 1. Posons a nouveau |1o) (o] = m=(7), 1) (1| = m~ Y (=7). Alors
p=p o) (Yol + (1 —p) 1) (¥], ot p = E£L,

Démonstration. Posons p = % Puisque, par la proposition 2.4.3, m est une trans-

formation affine,

m (p[fo) (Yol + (1 =p) 1) (Unl) = pm([¢o) (thol) + (1 = p)m ([¢o1) (1)

—\

= P+ (1= p)(-7)

= (2p-1)F
- (39
= kr.

Donc p = m~"(k7) = p[tho) (ol + (1 = p) 1) (¥l.
]

Corollaire 2.9.3. Soit p € D(2) et supposons que ||m(p)|| = k € [0,1]. Alors

H(p) = —plog(p) — (1 —p)log(1 = p), ot p = "3,

Démonstration. La proposition 2.9.2 nous donne deux états purs [¢)g) et |¢q) tels que

p = p o) (ol +(1—p) [t1) (¥1], ot p = EL. De plus, la proposition 2.9.1 précise que
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|1o) et |11) sont orthogonaux. Nous avons donc devant les yeux la décomposition

spectrale de p, dont les valeurs propres sont p et (1 — p).

2.10 La sphere de Poincaré pour les espaces de

dimension d

On entend souvent qu’il n'y a pas d’équivalent a la sphere de Poincaré pour les
. . o \ : ) ’ 73
espaces de dimension supérieure a deux. Il est vrai qu'on n’y retrouve pas d’iso-
morphisme semblable a celui du corollaire 2.8.5. Cela ne veut toutefois pas dire que
la généralisation de la sphere de Poincaré aux espaces de dimensions supérieures a

deux est dénuée d’intéreét.

2.10.1 Une sphere dans R

Toute matrice de densité p € D(d), puisque sa trace vaut un, répond a la condition
p— é] € Ho(d). Puisque les matrices hermitiennes d x d de trace zéro forment un

def

espace vectoriel réel de dimension D = d? — 1, on peut toujours trouver une base

3P de Ho(d) et des coeflicients réels r; tels que p— I =1 b 7;T;, OU encore
{ }Z 1 q P d 2 =1 ) )

1. 1<

Par convention, nous choisissons les 7; tels que < 7,7, >= tr(r7;) = 2§;,. Par
exemple, quand d = 2", on peut prendre pour base {7;}2, les 4" — 1 = D produits

tensoriels (renormalisés) de n matrices de Pauli qui ne sont pas toutes 'identité :
1 n
Ti = onmt & 7
k=1
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ou i € {0,1,2,3} et au moins un des i est différent de zéro.

Définissons Bp comme étant la boule de R” qui contient tous les vecteurs dont la

”W§¢X:15}

Le fait que les états purs ¢ correspondent a des vecteurs de norme R, peut étre

norme vaut au plus Ry = 4/2(1 — 1) :

Bp déf {FG RD

vérifié grace au deuxieme point de la proposition 2.10.1, énoncée plus bas.

[S—y

I

—+

=

s =

<
V

N =N =

<m(y), m(y) >
m ()7,

QI+~ A
+

ce qui montre que ||m(¢)| = 1/2(1 — ).

La fonction m définie par I'équation 2.2 se généralise aisément en une fonction

m : Ho(d) — RP définie comme ceci :

Proposition 2.10.1.'2

1. m est une bijection affine.
2. (p,o)y =241 <m(p),m(o) >.
3. d(p,o) = 3m(p) —m(o)|.

4. m(Dyur(d)) C Sp_y et m(D(d)) C Bp .

120n retrouve la preuve de cette proposition dans [Zan98].
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Cette fonction généralisée conserve essentiellement les caractéristiques que nous lui
connaissons, a une exception pres. Comme dans le cas d = 2, les m(p) sont contenus
dans Bp, étant situés sur la surface Sp_; quand p est pur. Seulement, quand d > 2,

certains points de Sp_; et de Bp ne correspondent pas a un état quantique.

Par exemple, si 7 € Sp_y, alors m™!(7) et m™'(—7) ne peuvent étre tous deux des
états quantiques. En effet, si tel était le cas, on pourrait poser |1g) (o] = m~1(F)

et [11) (1| = m~1(—7) et on obtiendrait

< [to) (Wl 1) (] > = tr ([00) (ol¢hn) (¢n])

= | (@olvn)
> 0.
Mais la proposition 2.10.1 affirme que
1 1
< |vo) (Yol , [vn) (Y] > = Jta< m(|vo) (thol), m(|thr) (¥n]) >
_ 1 + L 7T, =T >
= gtg<n-r
1 1,
- g §||7“||
11 5 (1_ 1
o d 2 d
_ 2 -1
d

< 0, lorsque d > 2,

—

ce qui contredit 'hypothese voulant que m™1(7) et m~1(—7) soient tous deux des

états quantiques.

Si on définit m sur le domaine Ho(d) plutot que sur D(d), c’est justement parce que
m(D(d)) € Bp quand d > 2. En prenant Hy(d) pour domaine, on s’assure que m

1

reste bijective — car m(Hy(d)) = RP — et donc, que m™! existe.

Cela permet de définir ¢ : SU(d) — SO(D) de la maniere habituelle, c’est-a-dire

©(U) = m o AdU o m™!. Plusieurs résultats des sections 2.5 et 2.6 s’appliquent
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toujours quand d > 2. C’est le cas des propositions 2.5.2, 2.5.4, 2.6.2, 2.6.3, 2.6.4 et
2.6.5.

La différence majeure avec les résultats précédents est que dans le cas ou d > 2, ¢

n’est pas surjective. Autrement dit, p(SU(d)) € SO(D).

Pour illustrer ce fait, reprenons ’exemple précédent. Nous avons vu qu’étant donné
7 € Sp_1, les matrices hermitiennes m ™ () et m~'(—7) ne peuvent pas étre toutes
deux des états quantiques. Prenons un vecteur # tel que m(|¢g) (o|) = 7. 1l existe
nécessairement une transformation R € SO(D) telle que R(7) = —7. S’il existait
aussi une transformation U € SU(d) telle que o(U) = R, alors on pourrait conclure

que

—7 = R(F)
= @U)(™
= moAdUo m_l(F)
= m(U [¢o) (| UT)
= m(|¢n) (¢hal), o 1) = U [eo) ,

ce qui nous amenerait a une contradiction. Il n’existe donc pas de matrice U € SU(d)

telle que ¢(U) = R, ce qui montre que ¢ n’est pas surjective.
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Chapitre 3

Canaux quantiques priveés

Ce chapitre traite de la transmission confidentielle d’information quantique. Les
résultats présentés ici se veulent une extension de ceux de [AMTAWO00]. Le modele
utilisé est I’équivalent quantique du célebre chiffre de Vernam, dont nous reverrons

a I'instant les principales caractéristiques.

3.1 Le chiffre de Vernam

Considérons un scénario a deux participants, Alice et Bob, dans lequel Alice veut
envoyer un message a Bob sur un canal public, par exemple une ligne téléphonique,
de facon confidentielle. On veut qu’'une espionne, Eve7 écoutant la ligne, ne soit

capable d’obtenir aucune information sur le message en transit.

Si Alice et Bob partagent une clé secrete, c’est-a-dire une séquence de bits connue
d’eux seuls, il existe une solution parfaite au probleme : supposons qu’Alice et Bob
partagent une clé secrete de n bits, k € (Zs)™, choisie au hasard selon la distribution

uniforme sur (Zg)™. Alors Alice peut chiffrer le message m € (Zy)" de la fagon
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suivante :

ex(m) =m+ k.

Autrement dit, le ¢ bit du message chiffré est le ou-exclusif du ¢ bit du message en
clair avec le ¢ bit de la clé. On déchiffre ensuite avec la méme fonction, c’est-a-dire
que dy = ey, :

dr(m+k)=m+k+k=m.

3.1.1 Confidentialité parfaite

Soit M un ensemble de messages en clair, C un ensemble de cryptogrammes et IC
un ensemble de clés. Un chiffre associe a chaque clé k € K une fonction e, : M — C.
Disons qu’Alice chiffre un message m et que son cryptogramme ey (m) soit intercepté
par Eve. Puisque Eve ne connait pas la clé k, mais connait la distribution de pro-
babilité selon laquelle a été choisie k, elle peut considérer la clé comme une variable

aléatoire K et le cryptogramme comme une variable aléatoire ex(m).

Pour qu'un chiffre soit parfaitement confidentiel, il faut que I’obtention par Eve du
cryptogramme ey (m) ne lui donne aucun avantage pour deviner lequel des messages
de M a été chiffré par Alice. En termes mathématiques, nous dirons qu’un chiffre
est parfaitement confidentiel si I’égalité ey (m;) = ex(mz) vaut pour toute paire

de messages my, my € M.1

Le chiffre de Vernam est parfaitement confidentiel.? Dans ce chiffre, la clé K prend
ses valeurs uniformément dans (Zy)". L’entropie de K vaut H(K) = n. En ce sens,

nous dirons que n bits de clé sont suffisants pour chiffrer les messages m € (Zy)".

Nous considérons que deux variables aléatoires X et Y sont égales si P(X = z) = P(Y = 1)

pour toute valeur z prise par X ou par Y.
ZVoir [Sti95], page 49.
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Le chiffre de Vernam est également optimal, au sens ou n bits sont nécessaires pour
réaliser cette méme tache. Plus précisément, on peut montrer® qu’il faut absolument
que H(K) > H(M)* pour obtenir une confidentialité parfaite. Si tous les messages

en clair sont équiprobables, et donc que H(M) = n, il faudra que H(K) > n.

3.2 Canaux quantiques

Portons maintenant notre attention sur la transmission d’information quantique.
Nous voulons qu’Alice puisse envoyer un état quantique p a Bob de fagon a ce que
celui-ci puisse recouvrer p avec certitude, mais, dans I’éventualité ou Eve intercepte

le message chiffré £(p), qu’elle ne puisse obtenir aucune information sur p.

En permettant a Alice et Bob de partager des paires EPR, la tache deviendrait
triviale : ils n’auraient qu’a téléporter® I’état a transmettre. Le cas qui nous intéresse
est plus restrictif : comme dans le cas classique, nos deux amis partageront une

séquence de bits aléatoire, mais aucune intrication quantique.

3.2.1 Modele du processus de chiffrement

Récapitulons brievement les notions principales énoncées dans [AMTdWO00]. Dans ce
modele, Alice et Bob partagent publiquement une liste {Uy }}7_, de matrices unitaires
et un état p,. La clé K est une variable aléatoire qui prend la valeur k € {1,...,n}
avec probabilité p,. Supposons qu’Alice et Bob en partagent la valeur K = k. Pour

chiffrer I’état p, Alice lui adjoindra I'ancille p, et appliquera la transformation AdUy

3Voir [Zém00], page 42.
4Si chaque message en clair m a, a priori, une probabilité p(m) d’étre chiffré par Alice, on peut

voir le message comme une variable aléatoire M telle que P(M = m) = p(m).
5Tel que décrit dans [BBCT93].
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a l'état p ® p,. Bob, pour recouvrer p, n’aura qu’a appliquer AdU, ,I au systeme recu

d’Alice et a jeter le systeme B contenant I'ancille.

Du point de vue de Bob, donc, celui-ci recoit E(p) = Up(p? ® p? )U,i et applique
la fonction de déchiffrement Dy(7) = trp (UgTUk) Pour Eve, qui ne connait pas

la valeur i de la clé, la matrice de densité décrivant 1’état envoyé par Alice sera

E(p) = r_1 peUkl(p ® pa)U.

Comme dans le cas classique, un chiffre parfait devra étre tel que le cryptogramme
E(p) ne permette aucunement de deviner lequel des messages possibles a été chiffré.

C’est, ce qui motive la définition ci-dessous.

Soit 2 C D(d) un ensemble d’états, U = (Uy,...,U,) un vecteur de matrices uni-
taires, p = (p1, ..., p,) un vecteur de probabilité et p, et ¢, deux matrices de densité.

On dira du quintuplet [Q, U, p, pa, ¢] qu’il est un canal quantique privé, ou CQP,
si pour tout p € Q, S2r_ prUi(p ® pa)US = 0.

Parfois, on décrira aussi un CQP a l'aide du triplet [, &, ¢], ou & est le super-
opérateur décrit par E(p) = S2i_, mUi(p @ pa)UJ. Ce triplet devra étre tel que
E(p) = ¢ pour tout p € Q.

On dira que n bits de clé sont nécessaires pour chiffrer 2 si H(p) > n chaque

fois que [Q, U, p, pa, ¢| est un CQP.

On dira aussi que n bits de clé sont suffisants pour chiffrer (2 s’il existe un CQP

[, U, p, pa, @] tel que H(p) < n.
Le résultat principal de [AMTdWO00] peut étre formulé comme suit :

Théoréme 3.2.1. 2n bits de clé sont nécessaires pour chiffrer D(2").

La démonstration de ce théoréeme ne sera pas présentée ici. Le lecteur devra attendre

le théoreme 4.3.3, qui implique le théoreme 3.2.1.
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Théoréme 3.2.2. 2n bits de clé sont suffisants pour chiffrer D(2").

Plutot que de présenter une preuve formelle de ce théoreme, nous nous contenterons
de voir comment chiffrer un qubit avec deux bits de clé. Pour chiffrer n qubits, il

suffit en fait de chiffrer chaque qubit individuellement.

Soit £ = {%ak}zzo le super-opérateur qui applique, a probabilités égales, les quatre
matrices de Pauli. Rappelons que, quand ¢ > 0, o; anti-commute avec les deux autres

matrices de Pauli qui ne sont pas I'identité® :
oi0r = —ogo; lorsque © > 0 et k € {1,2,3}\ {i}.
Pour tout p € D(2), nous pouvons écrire p = 31 + 27+ G et calculer

Elp) = 8<§I+§F-5)

3
1 1
= -1+ 3 ; ri | 00000 + 000, + Z logNogton®

2 .
ke{1,2,31\{i}

1.1

= §[+§ZZITZ<20'1—2O'Z)
1

= .
2

6Revoir, & ce sujet, la section 1.3.4.
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3.3 Chiffrement d’états coplanaires

Maintenant que nous savons a quoi nous en tenir en ce qui a trait aux ensembles
Q = D(2") de n qubits, a savoir que 2n bits de clé sont nécessaires et suffisants
pour les chiffrer, nous tenterons, pour le reste du chapitre, de calculer la quantité
de clé requise pour chiffrer des ensembles Q@ C D(d) qui contiennent seulement
une partie de tous les messages possibles. Dans le cas ou d = 2, nous obtiendrons
une solution complete. Quand d > 2, la situation se complique. Quelques résultats
seront énoncés, mais beaucoup de travail reste a faire, ce qui constitue une piste de

recherche intéressante.

Penchons-nous d’abord sur un fait en apparence anodin dont il est question dans

[AMTAWO00) :

Lemme 3.3.1. Si Q = {cos(0)[0) +sin(0)[1) [0 < 0 < 2n} et € = {51, 5Y},
alors [, &, %[] est un CQP .

Démonstration. Soit [¢) € Q. Ecrivons [¢) = cos(0) |0) + sin(6) [1). Alors

X

EW) = o+ YOV

- %w+%xzwzx

_ 1 cos?(6)  cos(f)sin(0) +lXZ cos?(6)  cos(f)sin(0) 7%
2 _cos(@)sin(@) sin?() | 2 cos(f) sin(0) sin?(0)

1 cos?(f)  cos(f)sin(f) —l—lX cos?(6) — cos(6) sin()
2 |cos(0)sin(6)  sin*(6) 2 | = cos(0) sin(h) sin?(6)

1 cos’(6)  cos(#)sin(6) +l sin?(0) — cos(#) sin(#)
2 |cos(0)sin(0)  sin®(0) | 2|~ cos(0)sin(6) cos?(6)

1 _1 0
2

01
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Maintenant, revoyons I’énoncé du lemme 3.3.1 sous un aspect géométrique. L’en-
semble © = {cos(d)|0) + sin(d) [1)|0 < O < 27} correspond a un méridien sur
la sphére de Poincaré. Ce méridien, c’est-a-dire m(2), passe par les deux poles,

m(|0)) = k et m(|]1)) = —k, et passe a Déquateur par m(\/ii(|0) +11))) = 7et
m(5(10) = |1))) = 2.

Le lemme 3.3.1 nous apprend qu’il est possible de chiffrer cet ensemble avec la trans-
formation & = {\%I , \%Y}, ce qui n’est pas surprenant, puisque la transformation
de R3 correspondant & Y, soit (Y, est une rotation d’un demi-tour autour de
I’axe des y. Cela revient a dire que le méridien défini par €2 tourne sur lui-méme
d’un demi-tour. On ne s’étonnera donc pas que pour tout |1p) € Q, m(E(|¢) (¥]))
soit le point milieu entre m(|1))) et m(Y 1)), c’est-a-dire le centre de la sphere, qui

correspond a l'état completement mélangé %I .

Ce que ce raisonnement met en lumiere, c¢’est qu’il doit étre possible de chiffrer, a
I’aide d’un seul bit de clé, n’importe quel ensemble 2 tel que m(€2) est contenu dans
un cercle C' C Ss. Il s’agira d’utiliser un super-opérateur qui, a probabilités égales,
applique ou bien I'identité, ou bien une rotation d’'un demi-tour de C' sur lui-méme.
Si on considere aussi les états mélangés, un tel super-opérateur permet en fait de
chiffrer tout ensemble 2 tel que m(€2) est contenu dans le plan P dont I'intersection

avec la sphere S, donne le cercle C' — c’est-a-dire le plan P tel que P NSy = C.

Proposition 3.3.2. Soit [ € [0,1] et 7 € R® tel que ||7]| = 1. Définissons le plan
P = {lF+t|7-t=0}. SiQ C D(2) est tel que m(Q) C P et £ est un super-opérateur
défini par € = {51, \%F- G}, alors [Q,E,m~1(Ir)] est un CQP.

Démonstration. Posons d’abord U = w(7) = 7+ ¢ (définition 2.7.2). Par la proposi-
tion 2.7.4, p(U) est une rotation d'un demi-tour autour de 7. Il suit immédiatement

que @(U)(F) = 7 et que pour tout £ orthogonal a 7, p(U)(t) = —t. Alors pour tout

75



IF 4+t € P, on obtient

Maintenant, soit p € Q. Comme m(2) C P, on peut écrire m(p) = lr'+

Conséquemment,,

Nous avons montré que E(p) = m~*(IF) pour tout p € Q. Cela permet de conclure

p(U)(IF + 1)

m(&(p)) =

que [Q, &, m1(IF)] est un CQP.

1 1
Z — T
m(2p+ 2UpU)

Sm(p) + 5m(AdU(p)
1 1

Smip) + 5(U)m(p))

—(IF+ 1) + %@(U)(lf’—i— )

— o =

, L.
5(1r+£§+§(z7~—5)

—

7.

3.4 Moins d’un bit de clé est inutile

Maintenant que nous avons vu deux possibilités distinctes quand au nombre de bits
de clé requis pour chiffrer un ensemble d’états 2 C D(2), soit un bit quand m(2)
est contenu dans un plan et deux bits pour 'ensemble Q = D(2) de tous les états,
il est 1égitime de se demander si ce sont la les seules possibilités, ou s’il existe des

ensembles requérant un nombre fractionnaire de bits de clé. Nous verrons, en deux

étapes, qu’il n’existe pas de tels ensembles intermédiaires.
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Premierement, il est impossible de chiffrer un ensemble non-trivial {2 — un ensemble
contenant plus d'un état — avec moins d’un bit de clé et ce, peu importe la dimension

de 'espace :

Théoréme 3.4.1.7 Soit py, ps € D(d) deur matrices de densité distinctes et € un
super-opérateur donné par E(p) = S pilUilp @ pa|U] et tel que E(pr) = E(pa).

Alors un bit de clé est nécessaire pour chiffrer l'ensemble Q2 = {p1, p2}.

Lemme 3.4.2. Si U est une matrice unitaire et X une matrice quelconque, alors

[Vec(UXUM)|| = [[Vec(X)].

Démonstration. Grace a lidentité Vec(ABC) = (CT @ A)Vec(B), on trouve que
[Vec(UXUN|| = ||(U* @ U)Vec(X)]|| = ||Vec(X)]|, puisque U* @ U est un opérateur

unitaire et, donc, préserve la norme.

Démonstration du théoreme. Soit p1, py et € tels que dans 1’énoncé du théoreme.
Par hypothese, £(p1) = E(p2). Puisque € est une transformation linéaire, il faut que
E(p1 — p2) = 0. Posons A = p; — po. On sait donc que
E(A) = ZpiUi[A ® pa)U, = 0. (3.1)
i=1
En, considérant les termes de cette somme comme des vecteurs dans C¥% — ot d,,
est la dimension du systeme ancillaire : p, € D(d,) —, le lemme 3.4.2 nous apprend

que chaque terme a une norme égale a

IVee(pUi[A® pJUDI = pill Vee(A® po)|

= DiC,

"Merci & Simon-Pierre Desrosiers d’avoir collaboré a la preuve de ce théoreme.
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ou ¢ = ||Vec(A ® p,)||.- Notons que ¢ # 0 puisque ni A ni p, ne sont nulles. Quand

une somme de vecteurs est nulle, I'un de ces vecteurs ne saurait étre plus long que

la somme de la longueur des autres, ce qui force p; < 1/2 pour chaque i. Plus

formellement, fixons i et montrons que p; < 1/2. Tout d’abord, par I’équation (3.1),

pUlA @ pJUL = =" pUj[A® paUJ.
J#i
Donc,
IVee(pili[A @ pJUNI| = [[Vee(= D p;Us[A @ paJUD|
JF#i
= 1> Veelp;U[A® paU))|
JFi
< Z | Vec(p;U;[A ® pa) ]T)||, par I'inégalité triangulaire.
J#i
En d’autres mots,
pic < ijc
J#
= (1—-pi)c
=p < (1-p)
o < L
pi = 5

Comme le choix de i était arbitraire, p;

< % pour tous les 7.

Pour toute distribution de probabilité {p;} telle que p; < % pour tout ¢,

H({p:})

—Zpi log p;
- sz' log%
Zpi

L,
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ce qui montre qu’il faut au moins un bit de clé pour chiffrer €.

3.5 S’il faut plus d’un bit, il en faut deux

Nous allons maintenant conclure notre enquéte pour les ensembles €2 C D(2) sur un
qubit. Nous verrons que les seuls ensembles pouvant étre chiffrés a I'aide de moins
de deux bits de clé s’inscrivent dans un plan passant a travers la sphere de Poincaré.
De tels ensembles, nous ’avons vu dans la proposition 3.3.2, peuvent étre chiffrés
par des super-opérateurs de la forme & = {\%I , \%F - 0} — c'est-a-dire avec un bit

de clé.

Nous dirons que les matrices de densité py, ps, . . ., p, sont coplanaires si les vecteurs
réels associés, m(p1), m(ps), ..., m(pn), définissent des points de R® qui font tous
partie d’'un méme plan. Plus formellement, les p; sont coplanaires si trois d’entre eux,
disons py, p2 et ps3, sont tels que pour tous les ¢ entre 1 et n, on puisse représenter
m(p;) de la fagon suivante :

m(p) = a"m(p;),

Jj=1

ol 23:1 ay) = 1 pour chaque 7.

Théoréme 3.5.1.% Soit Q = {p;}}_; C D(2) un ensemble de quatre matrices de
densité distinctes, soit ¢ un état donné et E(p) = Sr_, prUile @ po]Ulun super-
opérateur tel que E(p;) = ¢ quand 1 < i < 4. Si les quatre matrices p; ne sont pas

coplanaires, alors pour toute matrice de densité p € D(2), E(p) = ¢.

8Merci & Valérie Poulain d’avoir collaboré & la preuve de ce théoréme.
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Il apparaitra que le théoreme 3.5.1 est une conséquence directe des lemmes 3.5.3 et

3.5.4. Avant d’y arriver, nous aurons besoin du résultat suivant :

Lemme 3.5.2. L’ensemble de matrices de densité R = {p1,...,pn} est linéairement
indépendant sur R si et seulement si l'ensemble Q@ = {p1 — pn, ..., pn_1 — pn} est

linéairement indépendant sur R.

Démonstration. Supposons que 'ensemble () soit linéairement dépendant. On peut
trouver des nombres a; € R qui ne sont pas tous nuls et tels que Z;:ll a;(pi—pn) = 0.
Mais alors, on peut aussi écrire

n—1 n—1

S (z ) -

i=1 i=1

ce qui démontre que I'ensemble R est linéairement dépendant.

Supposons maintenant que I’ensemble R soit linéairement dépendant. On peut trou-
ver des a; réels qui ne sont pas tous nuls et tels que Y ", a;p; = 0. Puisque les p;

sont des matrices de densité, leur trace vaut un, donc

n n

Z a; = Z a;tr (p;)

1=1 i=1

= ftr (i aipi)
i—1

= 0.
On peut voir a présent que
n—1 n—1 n—1
Z ai(pi — pn) = Z aipi — Z @iPn
i=1 i=1 i=1

n—1

n—1
= E a;p; + anpn, puisque a, = — E a;
i=1 i=1

n
= E a;P;
i=1

= 0,
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ce qui montre que 'ensemble () est linéairement dépendant.

]

Lemme 3.5.3. Si quatre matrices de densité p; € D(2),i = 1,...,4, ne sont pas

coplanaires, alors ces matrices sont linéairement indépendantes sur R.

Démonstration. Prouvons 1’énoncé contraposé. Supposons que les quatre matrices
pi soient linéairement dépendantes sur R. Alors on peut exprimer I'une d’entre elles,

disons p4, comme une combinaison linéaire réelle des trois autres :

3
Ps = Z ;i
i=1

oua; € R et Zle a; = 1. Cette dernieére condition découle de la linéarité de la

trace :
1 = tr(pa)
3
= tr Z%Pi)
i=1
3
- S atn(e
i=1
3
- S
i=1
Mais alors,

m(ps) = m(zaz’ﬂi)

= Z a;m(pi), (3.2)

puisque, par la proposition 2.4.3, m est une transformation affine. LL’équation 3.2

montre que m(p4) réside dans un plan défini par les points m(p1), m(pa) et m(ps).
[
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Lemme 3.5.4. Soit Q@ C D(d) un ensemble de d* matrices de densité qui sont
linéairement indépendantes sur R, soit ¢ € D(d) une matrice de densité quelconque

et £ un super-opérateur tel que E(p;) = ¢ pour tout p; € Q. Alors pour tout p € D(d),
Elp) =9¢.

Démonstration. Soit n = d*>. Supposons que € = {p;,...,p,} est un ensemble de
matrices de densité qui sont linéairement indépendantes sur R. Alors I’ensemble
Q ={p1—pPn,-- -, Pn_1— pn} est aussi un ensemble linéairement indépendant sur R,
par le lemme 3.5.2. Il forme donc une base pour 'espace des matrices hermitiennes
de trace zéro, puisque cet espace a une dimension de n— 1. Il s’ensuit que pour toute
matrice de densité p de dimension d, puisque p — p,, est une matrice hermitienne de

trace zéro, on peut écrire p — p, = Z?’:_ll a;(p; — pn), et donc

n—1 n—1

= Z a;p; + (1 - az)/)n
i=1 i=1

= Z ;P
=1

si on pose a,, = 1—) """ a;. Remarquons que > ", a; = 1. Il s’ensuit qu’en imposant

E(p;) = ¢ pour tout i, on force

Elp) = 5(2 a;p;)
i=1
= Z a;E(p;) par linéarité de &

1=1
n

= Zai¢

i=1

= &
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Théoréme 3.5.5. Soit Q C D(2). Si les états contenus dans 0 sont coplanaires,
alors un bit de clé est nécessaire et suffisant pour chiffrer €. Sinon, deux bits de clé

sont nécessaires et suffisants pour chiffrer ).

Démonstration. Tout d’abord, le théoreme 3.4.1 montre qu'un bit est nécessaire pour
chiffrer tout ensemble (). Ensuite, la proposition 3.3.2 nous apprend qu’un ensemble
Q d’états coplanaires — tel que m() est contenu dans le plan Py = {I7+t|7-t = 0}
— peut étre chiffré a 'aide du super-opérateur £ = {\%I , \%F - &}, donc avec un

seul bit de clé.

Le théoreme 3.2.2 montre que deux bits de clé suffisent pour chiffrer tout ensemble
2 C D(2). Le théoreme 3.5.1, quand a lui, permet d’affirmer que lorsque 2 C D(2)
contient des états non coplanaires et que [, &, ¢] est un CQP, alors, nécessairement,
[D(2), &, ¢] est un CQP. Le théoréme 3.2.1 permet de conclure que deux bits de clé

sont nécessaires pour chiffrer de tels ensembles €.

3.6 Etats perpendiculaires

Maintenant que nous pouvons facilement déterminer s’il faut un ou deux bits de
clé pour chiffrer un ensemble Q@ C D(2) — il suffit de savoir si les états qui le
composent sont coplanaires —, nous tenterons de résoudre le méme probleme pour

les dimensions supérieures a deux.
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3.6.1 Chiffrement d’information classique

Considérons I'ensemble Q = {|0),[1),...,|N — 1)} C D(d), ou N < d. Puisque les
états contenus dans () peuvent étre distingués parfaitement, transmettre des états
tirés de {2 équivaut a transmettre de 'information classique. On s’attend donc a ce
que les résultats de la théorie de I'information classique s’appliquent toujours, ce qui

est le cas : log N bits de clé sont nécessaires et suffisants pour chiffrer 2.

Proposition 3.6.1. [l suffit d’utiliser log N bits de clé pour chiffrer ’ensemble

Démonstration. Soit Xy la transformation unitaire donnée par Xy i) = |i + 1 (modN))
quand 0 <7 < N — 1, et Xy i) = |i) quand ¢ > N. Définissons le super-opérateur

Exy = {\/LNX]’@}QV:’(}. Alors, pour tout 7 entre 0 et N — 1,

=

Exy(l7) Gl) = XN L) (il (X3)'

2|
=z x>
!

) (k]

2|~ =2~
i

diag(1,...,1,0,...,0).
N foi

Puisque la quantité de clé qui est nécessaire pour appliquer le chiffre Ex,, est de

1 1
H<N’ . N) = log N bits, le résultat suit.
———

N fois

Proposition 3.6.2. Il est nécessaire d’utiliser log N bits de clé pour chiffrer [’en-

semble Q@ = {|0),]1),...,|N — 1)} C D(d).

84



Le développement du présent chapitre ne permet pas de présenter ici une preuve
de la proposition 3.6.2. Le lecteur devra patienter jusqu’au chapitre suivant, ou le
théoreme 4.3.3 démontre que, méme en utilisant un chiffre quantique, 2n bits de
clé sont nécessaires pour chiffrer des messages classiques de 2n bits. Cette preuve

s’adapte aisément pour démontrer la proposition 3.6.2.

3.6.2 Hypercercles

Pour la discussion qui suit, nous nous en tiendrons uniquement aux états purs. En
dimension deux, les ensembles €2 pouvant étre chiffrés a ’aide d’un bit de clé forment
des cercles sur la sphere de Poincaré, car nous avons vu que les états contenus dans
de tels ensembles €2 doivent étre coplanaires, et 'intersection d’'un plan avec S

donne un cercle C' C S5.

En choisissant une base appropriée, un cercle C' aura une symétrie de rotation autour

de I'axe des z. On peut utiliser la forme paramétrique de la section 2.4.1 pour écrire

0 , 0

C = {008(5) |0) + ewsm(é) 1) ‘ 0<p< 271'} 9

Un tel ensemble pourra étre chiffré avec un bit de clé, a 'aide du super-opérateur
_ s 1

&= {751 , TEZ }.

Un phénomene semblable se produit en dimensions supérieures a deux. Soit {r; ;\7:—01

une collection de nombres réels tels que Zé\:ol 7“]2- = 1. Considérons 'ensemble d’états

Qr = {ro|0) + e 1) + ...+ " ry [N —1)| 0< ¢; <27}. (3.3)

Nous montrerons bientot qu’il est possible de chiffrer 27 avec log N bits de clé, mais il

faut d’abord prouver un lemme dont nous aurons besoin lors de cette démonstration.

9Cet ensemble est un parallele sur la sphere de Poincaré. Sa latitude est donnée par ’angle 6,

qui prend des valeurs entre 0 et 7.
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L’idée est simple : si on place N points sur le cercle de rayon un dans le plan
complexe de fagon & ce qu’il y ait un angle de 2rm/N radians entre chaque point
et le suivant ou, en d’autres mots, si I’étoile qu’ils forment (en tragant une ligne du
centre vers chacun des points) possede une symétrie de rotation de 27rm /N radians,

alors la somme de ces N points est zéro. Plus formellement :

Lemme 3.6.3 (Lemme de Iétoile). Pour tout m € Z tel que N ne divise pas m et

pour tout 0 € R, I’égalité suivante est vraie :

N—-1
. 2wkm
E e (0+25% ):0.
k=0
Démonstration. Posons .
. 2wkm
S = e (0+25%2)
k=0

Assurons-nous d’abord que la somme S n’est pas affectée par une rotation de 27rm/N

radians :

i(6 2wkm . -2t N'm -27T0m
= E 0+ ),pulsqueeZ N =¢" N

Il s’ensuit que soit S = 0, soit on peut diviser chaque terme par S pour obtenir

2mmi

e ~ = 1. Le deuxiéme cas ne peut étre vrai que si m/N est un nombre entier, ce

qui est exclu par I’hypothese que N ne divise pas m. Il faut donc que S = 0.
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Théoreme 3.6.4. Pour chiffrer l’ensemble Q)= défini a [’équation 3.3, log N bits de

clé suffisent.

Démonstration. Soit Zx la transformation unitaire donnée par Zy |j) o % 17)
quand 0 < j < N —1, et Zy|j) =|j) quand j > N. Considérons aussi ’état |¢) =
Z;.V:_Ol ;"% |j) € Q. Pour voir quel effet sur ¢ auront k applications successives de

la transformation Zy, étudions la progression d’équations suivante :

Znlj) = e~ |j)

Zy i) = €% j)
N-1 '
Zh1) = 3 et ) )
7=0
N—-1N-1 27Tk(] N
ZE 1) (W] (Z8)T = et = )
7=0 1=0

Définissons a présent le super-opérateur

CTEFE P

Dans le calcul de &£z, (¢), nous briserons la triple somme en deux parties, soit une
pour le cas j = [ et 'autre pour le cas j # [. Dans le premier cas, les coefficients
complexes deviendront tous €” = 1, tandis que dans l'autre, la somme interne (sur

les k) sera toujours nulle, par le lemme de 1'étoile (3.6.3).

=

-1

1
En(¥) = Y 2 1) (Wl (Z5)!
k=0
] NoIN-1N-1 (gt 2EG=D )l
N k=0 j=0 [=0 Y
1Nlefl N—-1N-1 /N—-1 2k (1)
=N ) J|+—ZZ( *"+>>v~m|j><1|
j=0 k=0 J=0 %7&0 k=0
J
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j=0
Puisque les valeurs 7; sont les mémes pour tout |¢)) € € nous pouvons poser

¢ = Z;\f:—ol r317) (j] et affirmer que [Qr, £z, @] est un CQP.

]

Portons une attention spéciale a la famille 2 = {\/LN SV 7k ]k)};y:_ol‘ Elle contient
N états perpendiculaires, soit les N états de la base de Fourier.'® Cela montre encore

une fois que log N bits de clé suffisent pour chiffrer NV états orthogonaux.

3.7 Morceaux de plusieurs qubits

Nous avons vu, au lemme 3.5.4, une condition suffisante pour déterminer qu'un
chiffre pour € soit en fait un chiffre pour D(d) en entier : il suffit que 2 contienne
d? états dont les matrices de densité sont linéairement indépendantes sur R. Nous

pouvons en déduire la proposition suivante :

Proposition 3.7.1. Soit Q C D(2") un ensemble contenant 2*" matrices de den-
sité qui sont linéairement indépendantes. Alors, 2n bits de clé sont nécessaires et

suffisants pour chiffrer ).

Démonstration. Posons d = 2". Supposons que €) contienne 22" matrices linéairement

indépendantes et que [, £, @] soit un CQP. Alors £(p) = ¢ pour tout p € Q, ce qui

10Les états de la base de Fourier sont ceux de la base de calcul {|0),[1),...,|N — 1)} auxquels
on applique la transformée de Fourier, c’est-a-dire F(|j)) = g;ol it " k).
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implique, par le lemme 3.5.4, que £(p) = ¢ pour tout p € D(2"). Autrement dit,
[D(d), &, ¢] est un CQP.

Puisque tout chiffre pour  est aussi un chiffre pour D(2"), le résultat du théoreme

3.2.1 s’applique : 2n bits de clé sont nécessaires et suffisants pour chiffrer 2.

Si 2 ne répond pas a cette condition, la quantité de clé requise pour chiffrer 2
demeure un mystere. Nous nous contenterons d’énoncer une condition a laquelle

devra répondre tout opérateur £ qui chiffre Q.

Choisissons d’abord un état arbitraire g € 2. Comme la trace est une fonction
linéaire, la trace d'une différence p — o d’états quantiques vaut zéro. L’espace )
engendré par 'ensemble {p — p| p € Q} est donc un sous-espace de Hy(d). Prenons

une base {7;}/", de €. On peut écrire tout p € Q sous la forme

p=n+y rim,
=1

ou r; € R. Si le super-opérateur & est tel que £(7;) = 0 quand 1 < i < m, il faut

nécessairement que pour tout p € Q, E(p) = E(n).
L’inverse est également vrai :

Proposition 3.7.2. Soit Q C D(d), p € Q et & un super-opérateur quelconque.
Supposons que {T;}1", soit une base de €, le sous-espace de Hy(d) engendré par
Uensemble {p — | p € Q}. Alors E(p) = E(u) pour tout p € Q si et seulement si

E(1;) = 0 pour tout i entre 1 et m.

Démonstration. Nous avons déja fait la moitié de la preuve; il reste a montrer la

condition «seulement si». Supposons donc que E(p) = E(p) pour tout p € Q. Alors,
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pour tout p € €,

0 = &(p) &)
= E(p—n)

1 faut donc, par linéarité, que £(c) = 0 pour tous les o € €. En particulier,

E(m;) = 0 pour tout ¢ entre 1 et m.

Tachons de concrétiser ces notions a ’aide d’un exemple familier. Considérons le
disque D, = {(r1,r9,¢)|7? + 12 < 1 — *} C Bs. Supposons que 2 C D(2) soit
'ensemble tel que m(Q2) = D,.. Alors les états contenus dans €2 on tous la forme

p=3I+mX+rY +cZ),ouri+ri<1-c

Si p est un état quelconque de €2, alors pour tout autre état p de €2, on peut trouver
des nombres réels a et b tels que p —pu = a X +bY, et 'espace vectoriel réel engendré
par les p— p est Qy = {aX +0Y |a,b € R}. Pour chiffrer € il faut trouver un super-
opérateur € tel que £(X) = E(Y) = 0. Il suffit bien sir de prendre £ = {\%I, \%Z},

puisque

1[X[+ 1ZXZ = 1X — 1X
2 2 2 2

1 1
“IYI+-2YZ = Y —-=-Y
2 2 2 2
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Chapitre 4

Modele

4.1 Introduction

Le modele de CQP utilisé au chapitre précédent est-il assez général pour caractériser
tous les chiffres ot Alice et Bob partagent une clé secrete classique et ou Bob peut
recouvrer exactement et a coup sur I'état qui lui est envoyé par Alice? C’est ce
que l'intuition porte a croire. Pourtant, au moment d’écrire ces lignes, ’auteur n’est

toujours pas parvenu a le démontrer.

Dans ce chapitre, la notion de CQP général sera présentée, ainsi que des arguments
qui indiquent que cette notion englobe vraiment toutes les opérations de chiffrement
qu’on puisse imaginer. Dans un second temps, il sera démontré que I'utilisation
du modele de CQP général ne modifie pas les résultats de [AMTdWO00]. Finale-
ment, un modele baptisé « CQP unitaire a ancille variable» sera présenté, qui differe
légerement du modele du chapitre précédent. Il sera démontré que tout CQP général

peut se réduire a ce nouveau modele.

91



4.2 Le modele le plus général

Disons que la variable aléatoire K — la clé secrete — prend des valeurs entieres
entre 1 et n. Quand Alice et Bob partagent la valeur K = k de cette variable, Alice
chiffre son message p a 'aide de 1'opération & et envoie E(p) & Bob, qui déchiffre
grace a l'opération Dj. Nous exigeons que pour tout message p et pour tout k,

Dr(Ek(p)) = p et ce, avec une probabilité de un.

Considérons les opérations &, et D, comme étant des circuits quantiques. De tels

circuits pourraient étre, de fagcon générale, une succession de super-opérateurs et de
. A~ . . d 1 d-ﬂ-/ sz 1

mesures. Mais, grace au principe de la mesure différée’, nous pourrons supposer que

toute mesure est en fait la derniere opération du circuit. Maintenant, il reste a se

convaincre que toute mesure est inutile.

Supposons qu'il y ait une mesure a la fin du circuit Dy. Par la condition D (Ex(p)) =
p, il faut que Dy, étant donné ’état chiffré E(p), permette de recouvrer p, peu
importe le résultat de la mesure. Donc, ce résultat n’a pas besoin d’étre connu de
Bob. Mais, une mesure dont on ignore le résultat peut étre décrite par un super-
opérateur. Il s’ensuit qu'un super-opérateur suffit a décrire le circuit de chiffrement

D.

Reprenons le méme argument de maniere plus formelle pour montrer qu’une mesure
dans le circuit & est inutile. Supposons qu’il y ait, a la fin du circuit &, la mesure

M T
{A,(fi)} . Ainsi, I’état envoyé a Bob par Alice est ing,{f) p! <A£f)) avec probabilité
m=1 "

T
Gm, OU @y, = tT (Agi) p! (Ag?) ) et pl est I’état du circuit avant la mesure.

T
Peu importe le résultat m de la mesure, il faut que Dj (iAgi)p (A,g?) ) = p.

M M

Alice peut donc remplacer la mesure {Ag«f)} par le super-opérateur {Agf)}

m=1 m=1

1Ce principe est décrit & la page 186 de [NC00].
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T
— c’est-a~dire qu’elle enverra a Bob l'état an/lzl Agi)p/ (Aff)) — sans altérer la

capacité de Bob a déchiffrer le message :

M
D, <Z A oy (Aﬁj?)*) _
m=1

WE

m

qm Dy, (iAgﬁ)P (Agi))T)

1

3
I

NE

4mp

I
o
Il

Cela n’affectera pas non plus la confidentialité du chiffre : puisqu’il fallait que

T
P pkAgf)pl <Ag§)> = ¢ pour chaque m — le message chiffré devait étre ¢ peu

importe le résultat de la mesure —, nous aurons maintenant
n M M n
S (St ) = 3 (Somatir )
k=1 m=1 m=1 \k=1
M
= ) o
m=1
= ¢

Nous sommes maintenant préts a définir le modele le plus général possible. Soit
S C D(d) un ensemble d’états, € = (&1,...,E&,) et D = (Dy,...,D,) deux vecteurs
de super-opérateurs, p = (p, . . ., pn) un vecteur de probabilité (tel que la somme des
py vaille un) et ¢ une matrice de densité. On dira du quintuplet [S,E, D, p, ¢] qu’il
est un CQP général si, pour tout p € S et pour tout i entre 1 et n, Di(E(p)) = p

et Y iy PrEr(p) = ¢

Nous utiliserons aussi le symbole £ pour désigner 'opérateur de chiffrement, du

point de vue d’un adversaire qui ne connait pas la clé :

E(p) & D _piEi(p)

Pour faire contraste avec la notion de CQP général, un CQP tel que défini a la

section 3.2 sera nommé CQP unitaire.
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4.3 Il faut deux bits de clé pour chiffrer un qubit

L’article [AMTdWOO] fait la preuve que tout CQP unitaire [S, U, p, o, ¢| sur n qubits
doit étre tel que H(p) > 2n. Dans cette section, nous montrons que ce résultat
tient toujours si on considere un CQP général plutot quun CQP unitaire. Il s’agit
essentiellement d’une version quantique de la preuve de Shannon : un CQP pouvant
chiffrer un message quantique de n qubits permet de chiffrer un message classique
de 2n bits. Nous montrons ensuite que méme dans un contexte quantique, 2n bits

de clé sont nécessaires pour chiffrer un message classique de 2n bits.

Cette version quantique de la preuve de Shannon est une adaptation d’une preuve
tirée de [DHTO03], qui montre que 2n bits classiques sont nécessaires pour dissimuler

n qubits, ainsi que d’exercices donnés par Patrick Hayden a ses éleves a 1'hiver 2005.

Considérons I'expérience suivante : Alice veut envoyer un message classique a Bob,
choisi au hasard selon la distribution uniforme sur les chaines de 2n bits. Alice et Bob
partagent déja un état maximalement intriqué |®)*? = 2-% PO iy i) Alice
utilisera le codage dense pour coder son message classique m, c’est-a-dire qu’elle

appliquera l'opérateur de Pauli o, a sa moitié de I’état \@)AB :

1©,,)*" € (04 @ I7) |9)*7 (4.1)

ot 0 < m < 2?~! Ensuite, elle chiffre sa moitié et I’envoie & Bob qui obtient, en
combinant cette moitié avec la sienne, 'état (&, @ I) |P,,). Bob, connaissant k, peut
déchiffrer la moitié d’Alice et mesurer |®,,) dans la base de Bell, {|<I>i>}?i75_1, ce qui

lui permet de retrouver m.

De cette fagon, Alice transmet un message classique de 2n bits ; on s’attend donc a ce
que lentropie de la clé K (on traite maintenant la clé comme une variable aléatoire)
soit d’au moins 2n bits. Nous consacrons le reste de cette section a démontrer la

véracité de cette affirmation.
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Lemme 4.3.1.2 Soit £ un super-opérateur et ¢ un opérateur de densité tel que

E(p) = ¢ pour tout état pur v. Si {|j) ;-l;é est une base de l'espace sur lequel agit

E, alors E(|7) (k|) = 0 x0.

Démonstration. Choisissons j et k tels que 0 < j,k < d —1 et j # k. Considérons
Pétat pur ¢ = 3(|7) + |k))((j| + (k|). Par hypothese, £(¢) = ¢. Mais alors,

20 = 28(p)
= E((17) + k)] + (kD))
= &) () + E(5) (k) + E() (G]) + (k) (k)
= o+ &) kD) +E(k) GI) + o
= &(14) (k]) = =€k} (j])-

De fagon similaire, on peut poser ¢ = 3(|j) + 4 |k))((j| — i (k|) pour obtenir :

20 = 28(p)
= &7 G) +i&(l7) (kl) = &) (3]) + E(IK) (K])
= o +i&(lg) (k) —i€(Ik) (4]) + ¢
= E(I7) (k) = E(Ik) G1)-

La seule conclusion possible est £(|7) (k|) = E(|k) (j]) = 0.
Par contre, quand j = k, |j) (k| est un état pur et E(|j) (k|) = ¢, par hypothese.

]

2Ce lemme est pratiquement identique a celui qu’on retrouve en annexe dans [AMTAWO00], la
différence étant qu’on présente ici une preuve plus simple au cout d’une hypothese plus forte : on
demande que E(p) = ¢ pour tout état pur ¢, tandis que [AMTdWO00] impose cette condition aux

seuls états ¢ qui sont des produits tensoriels de n qubits.
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Nous avons défini plus haut 'état |®) = 272 327 |4) |i). Comme les transforma-

tions unitaires locales ne changent pas la quantité d’intrication entre deux systemes,

les états suivants sont eux aussi maximalement intriqués :
@)y = (U & 17)|®).

Le lemme qui suit montre que le fait de chiffrer une moitié A d’un état |<I>>gB brise

toute corrélation entre les systemes A et B :

Lemme 4.3.2. Soit £ un super-opérateur et ¢ un opérateur de densité tel que

E(p) = ¢ pour tout état pur p. Alors (E Q@ I)(|®),(P|,) =¢ @ Cll[_

Démonstration. Posons U |j) = |j),. Alors [®), =272 E?ial |7)¢ 17)- Donc,

Een(e), o)) - Ea (2%2|j>U<krU®u><kr)

- - >~ &)y kly) ©19) (K

1
= o Z dikd @ |7) (k|, par le lemme 4.3.1
k=0
on_1

= > 0ol) il
§=0

1
= —1.
0

Théoréme 4.3.3. Si [D(2"),E,D,p, @] est un CQP général chiffrant des messages
de n qubits, alors H(p) > 2n.
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Démonstration. Supposons qu’Alice et Bob réalisent 'expérience décrite a la page
94, a l'aide du CQP général [D(2"),E, D, p, ¢|. En guise de clé secrete, ils partageront
chacun une moitié de état 3, p |k, k) (k, k[

Ils partagent aussi chacun une moitié de I’état maximalement intriqué |(I>>AB S

ur
2n qubits. Le codage dense permettra donc a Alice de coder 22" messages distincts.
Disons qu’Alice conserve son message classique |m) dans 'espace M de dimension

22" Puisque les messages sont choisis selon la distribution uniforme, H (M) = 2n.

Si C est le canal quantique par lequel Alice transmet sa moitié (chiffrée) de |®,,)
et B contient 'autre moitié de |®,,), alors le systeme global KMCB est décrit par

I'opérateur de densité suivant :

1

Tz ™ (ml @ (& @ D(| @) (®,,])CE.

Nous aurons besoin, pour construire notre démonstration, des trois résultats sui-

vants :

1. H(M|C,B) = H(M),
2. H(M|K,C,B) =0,

3. HUK|M,C,B) > 0.
Voici la preuve de ces trois énoncés, dans l'ordre :

1. H(M|C, B) = H(M).

Cet énoncé dit essentiellement que I'état intriqué |®,,), dont une moitié a été

chiffrée, n’apporte aucune information sur le message en clair. D’abord, si on
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oublie la clé, I’état T devient

SMeB def try (TKMCB)

_ Z ((Z’K 2 IMCB) SKMCB <’Z>K 2 [MC’B>

i

- dinllM Z [m) <m’M ® <<szgz> ® ]> (|®mm) <(I)m|)CB

— dlmMZ\m ©E@ 1) (|®m) (Pm])”

1
- dlmM Z im) (m M ¢ @ EIB, par le lemme 4.3.2.

Donc,

H(M|C,B) = H(M,C,B)— H(C,B)
= H(M)+ H(C,B)— H(C,B), par la proposition 1.10.2
= H(M).

2. HMI|K,C,B) = 0.
Cela découle simplement du fait qu’on puisse déchiffrer sans erreur.
H(K|M,C,B) >0

Comme 7 est séparable, de part et d’autre des systemes K et MCB, on n’a

qu’a appliquer la proposition 1.10.5 et le résultat suit.

Les résultats 1 et 2 permettent de voir que

I(K: M|C,B) = I(M: K|C,B), par symétrie de l'information mutuelle
= H(M|C,B)— H(M|K,C, B), par définition
= H(M).
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Alors,

H(K)- H(K|M,C,B) > H(K|C,B)— H(K|M,C,B)
= I(K:M|C,B)
= H(M)

et le résultat 3 nous amene a conclure que H(K) > H(M) = 2n.

4.4 Tout CQP général se réduit a un CQP uni-

taire a ancille variable

A la lumiere des résultats de la section précédente, il appert que l'utilisation d’un
CQP général plutot que d'un CQP unitaire ne permet pas de diminuer la quantité
de clé requise pour chiffrer de I'information quantique. Dans cette section, nous
cheminons vers un résultat plus fort : peut-étre existe-t-il, pour tout CQP général, un
CQP unitaire équivalent ? Ignorant toujours si tel est le cas, 'auteur de ce mémoire

se contentera de présenter une version édulcorée de cette affirmation.

Soit S C D(d) un ensemble d’états, U = (Uy,...,U,) un vecteur de matrices
unitaires, p = (p1,...,ps) un vecteur de probabilité, ¢ = (oy,...,0,) un vec-
teur de matrices de densité et ¢ une matrice de densité. Si pour tout p € S,
S U(p®0;)Ul = ¢, alors nous dirons que [S,U, p, 0, ¢ est un CQP unitaire

ancille variable.

Nous dirons qu'un CQP général [S,E, D, p, ¢| se réduit & un CQP unitaire a
ancille variable s’il existe un CQP unitaire & ancille variable [S,U, p, 0, ¢ ® ¢1] tel

que pour tout état p et valeur de clé i, Uy(p @ 0:)U; = Ei(p) ® 1.
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Pour le reste du chapitre, nous nous emploierons a démontrer le théoreme suivant :

Théoreme 4.4.1. Tout CQP général se réduit a un C'QP unitaire a ancille variable.

Nous avons vu qu’un super-opérateur £ peut toujours étre décrit par une équation de
la forme £(p) = trp (U(p @ o)UT). Intuitivement, la différence entre un CQP général
et un CQP unitaire a ancille variable, c’est que dans le premier cas, Alice jette le
contenu d’un registre B, tandis que dans le second cas, elle envoie tout a Bob. Nous
montrerons que dans le premier cas, le contenu du systeme B est nécessairement
constant et indépendant du message comme de la clé, ce qui impliquera qu’Alice
peut le transmettre sans méme le chiffrer. C’est ce qui permet de réduire le premier

cas au second.

Avant de présenter la preuve du théoreme 4.4.1, nous aurons besoin de présenter
divers faits, rassemblés dans les pages qui suivent en une succession de lemmes.
Le premier affirme que lorsqu’on se débarrasse d’un systeme B, on peut toujours
présumer qu'il ait d’abord été mesuré, d’'une mesure projective complete (sans, bien

str, qu’on ait appris le résultat) :

Lemme 4.4.2.3 Soit 7 un état d’un systéme bipartite AB et Ml = [IQIy,. .., [QIL,]

une mesure projective complétet du systéeme B. Alors

trg (1) = trp (Z Mi(7)> :

Démonstration. Soit {|i) }I_; une base orthonormale du systeme B qui est telle que

3Présenté sans preuve dans [NC00] sous le nom de «principle of implicit measurementy.
4(Cest-a-dire qu'il existe une base orthonormale {|i)}? ; du systeme B telle que |i) (i| = II; pour

chaque 1.
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i) (i| = II;. Alors,

trp (Z Mim) = YU

= Y U@yl eI @ i) {il3)
_ Z(I@(i|)7(1®!i>)
= trB(T).

Le lemme qui suit caractérise les états purs : un état pur est un état qui ne peut étre
décrit comme une distribution de probabilité sur plusieurs états distincts. Il s’agit

en fait d’une simple constatation géométrique.

Lemme 4.4.3. Si ¢ € D(d) est un état pur et que @ = Y. pipi, ou les p; sont

des états quelconques et Y. | p; =1, alors p; =1 pour tout i entre 1 et n.

Démonstration. Si 1 est pur, alors m(1) est a la surface de la boule Bz _; de rayon
Ry = (/2(1 — 1) dans R*~'. Tl suffit de montrer qu'une combinaison convexe de
points de la boule Bg2_; doit étre strictement a l'intérieur de celle-ci, a moins qu’il

ne s’agisse d'une combinaison triviale d’un seul point.

Pour plus de simplicité, disons que m(y)) = Rgeq, ou €3 = (1,0,...,0). Nous nom-
merons 7 le projecteur 7 : R & R qui donne la premiere composante d'un

vecteur, de sorte que m(m(y)) = Ry. Puisque |m(p;)|| < Ry pour tout 4, il faut, en
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particulier, que m(m(p;)) < Ry. Donc, les équations

Ry = m(m(y))
= W(m(zpipi))

= Y pi(m(py)
i=1
montrent qu'il faut que w(m(p;)) = Rq pour chaque i, car autrement, on aurait
> piw(m(pi)) <Y piRa = Ra.
i=1 i=1

I faut donc que pour chaque i, m(p;) = Rq€1 — si une coordonnée de m(p;), autre
que la premiere, était différente de zéro, la norme de m(p;) serait supérieure a R,.

En conclusion, p; = ¢ pour chaque 7.

Un état bipartite pA” peut étre écrit comme un produit tensoriel p = py ® pp si (et,
trivialement, seulement si) toute mesure projective complete du systeme B laisse le

systeme A inchangé :

Lemme 4.4.4.5 Soit p un état du systéme AB, pa = trg(p) et pp = tra(p).
Supposons que pour toute mesure compléete du systeme B, le systéeme A apres la
mesure est décrit par la matrice de densité py et ce, peu importe le résultat obtenu.
En termes mathématiques, nous supposons que

(I I)p(I ®1I) B
s (e ) = 42)

pour tout projecteur Il de rang un agissant sur le systeme B. Alors p = pa ® pp.

5Merci & Patrick Hayden d’avoir fourni la preuve de cet énoncé.
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Démonstration. Posons p = trg (7). Supposons que I’équation 4.2 soit vraie pour
tout projecteur II de rang un, conformément a I’hypothese du lemme. Nous pouvons

récrire cette équation ainsi :

trg (I @ M)p(I @) = tr ((I @ I)p) pa

= trp (I@M)p(I @ 1)) = tr(tra (I @ M)p)) pa
((
((

= trp(({ ®@)p) = tr (Itra (p)) pa

= trg (({ ®)p) = tr (llpg) pa. (4.3)

Soit {X; ® Y;} une base orthonormale de l'espace vectoriel réel que forment les

matrices hermitiennes du systeme AB. Nous pouvons écrire
P = E Oéi’in ® Y;
12
Premiere remarque : bien que les Y; ne soient pas nécessairement des projecteurs (ni
méme positifs), et qu’ils ne puissent donc pas étre considérés comme des éléments
d’une mesure projective (ni d'un POVM), I"équation 4.3 demeure vraie quand on

remplace II par Y;. En effet, prenons Y;, dont la décomposition spectrale est, disons,

Y; = >, All, et voyons ce que nous obtenons :

= Z /\ktrB ((] & Hk)p)
k

= Z Mt (ITgpp) pa , par 'équation 4.3
k

()

= tr(Y;pp) pa-
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Nous pouvons maintenant calculer les coefficients «; ;. Observons tout d’abord que
<X; @Y p> = <Xi®Y, ) aXp@Y >

= Zak,l<Xi®Yj,Xk®Y2>

= E U 10i k01
kl

(O7%F

puisque les X; ® Y} sont orthonormaux. Continuons le calcul des «; ; :

a; = <X;®Y,p> (4.4)
= tr((X; ®Y;)p) (4.5)
= tr(trp ((Xi ©Y;)p)) (4.6)
= (X, trp (1 ©Y))p)) (4.7)
= tr (X, tr (Yjp5) pa) (4.8)
= tr (Y pp)tr (Xipa) . (4.9)

Maintenant, écrivons ps ® pp = Z” Bij(X; ®Y;) et calculons les §; ; :

Bij = tr((Xi®Y;)(pa ® pp)) (4.10)
= tr(Xipa®Y)pp) (4.11)
= tr(X;pa)tr(Y;pp). (4.12)

Comme «; ; = 3;; pour tout ¢, j, nous pouvons conclure que p = pa ® pp.

Le prochain résultat combine les trois lemmes précédents pour en tirer un fait cru-

cial : supposons que Bob puisse toujours déchiffrer parfaitement, au sens ou, pour
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tout 1, D(E(Y)) = . Voyons l'opération D comme étant la succession d’opérations
suivantes : ajout d’une ancille, transformation unitaire, trace partielle. En d’autres
mots,

D(E(p)) = tric (U(E(p)*®  10) (01°)U) . (4.13)

Alors, le théoreme qui suit montre qu’avant de faire la trace partielle des systemes

B et C', Bob possede un état ayant la forme d’un produit tensoriel :

UEP)* @ 0) (0] = p* @ o¢.

Théoréme 4.4.5. Soit [E, D] une paire de super-opérateur tels que pour tout état
pur 1, D(E(Y)) = 1. Alors il existe une matrice unitaire U et un état o tel que pour

tout p*, U(E(p)*? @ |0) (0|)UT = p* @ o€

Démonstration. Soit ¢ un état pur. Choisissons une matrice unitaire U qui valide
Péquation 4.13. Posons aussi 7 = U(E()A8 @ 10) (0]°)UT. Si € et D sont tels que
dans I'énoncé du théoréme, alors, nécessairement, trpe (7) = 1. Prenons une mesure
complete M du systeme BC'. Pour alléger les équations, posons p; = tr (( ® I1;)7)
et M;(7) = (I ® I1;)7(I @ I1;). Nous pouvons utiliser le lemme 4.4.2 pour obtenir :

¢ = tch (’7‘)

= trpc (ZMZ(T)>
= trpe (ZPiMi(_T)

)
- e (57)

Autrement dit, 1) peut étre exprimé comme une combinaison convexe des états

pi & trpe <—Mi(7)

). Dans ce cas, le lemme 4.4.3 nous permet de conclure que p; =
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pour tout 7. En d’autres mots,

- ((I ® IL)7(I @ 11;)

tr (1 ®10;)7) > = 1) pour tout i.

Ce que nous venons de montrer, ¢’est qu’en effectuant une mesure compléete arbitraire
du systeme BC, le systeme A reste dans ’état ¢ et ce, peu importe le résultat 7

obtenu. Il s’ensuit par le lemme 4.4.4 que 7 =Y ® 0.

Il ne nous reste qu’a remarquer une chose : 1’état o doit étre le méme, peu importe
I’état ¢ qui a été chiffré au départ. Autrement, on se trouverait en présence d'un
circuit qui transforme un état ¢, en Y ® o1 et un état 1y en 1y ® gq, ot 07 # 3.
Cela permettrait de distinguer (au moins partiellement) entre les états v, et 1 sans

les perturber, ce qui n’est pas permis par la mécanique quantique.®

Le résultat s’adapte aux états mélangés grace a la linéarité des transformations &,
p— p®[0) (0] et AdU. En effet, si on pose 7 = U(E(p)*B @ |0) (0|°)UT, et que p

est un état mélangé ayant pour décomposition spectrale p = ). \;1;, alors

AB
= AU (E@)P @10 0) U

= ZN(%‘@U)

[z

= p®o.

6Voir [NCO00], proposition 12.18, page 586.
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Corollaire 4.4.6. Soit [, D] une paire de super-opérateurs telle que D(E()) = ¢
pour tout état pur ). Alors il existe un état o et une transformation unitaire U telle

que pour tout état p,

Ulp®o)U" = E(p) 2 0) (0]

Nous sommes maintenant préts a prouver le résultat principal de cette section :

Démonstration du théoréme 4.4.1. Soit [S,&,D,p,¢| un CQP général. Par le co-
rollaire 4.4.6, il existe des états o; et des transformations unitaires U; telles que

Uilp ® 0:)U! = E(p) ©10) (0.

Posons U = (Uy,...,U,) et 0 = (01, ...,0,). Alors [S, U, p,0,¢®|0) (0]] est un CQP
car, du point de vue d’Eve qui ne connait pas la clé, tout message p chiffré par Alice

sera décrit par la matrice de densité ¢ ® |0) (0] :
E(p) = sz (p@ay)U,
_ sz (o) [0) {0))
- (Zpiei<p>> ©10) (0
= 4210) (0.
L’égalité > . p;&i(p) = p découle de I'hypothese voulant que [S, &, p, ¢| soit un CQP.

]
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Conclusion

Dans ce mémoire, une grande attention a été portée a la sphere de Poincaré. On
y décrit explicitement la bijection m entre les états quantiques et les points de
la sphere, ainsi que la correspondance ¢ entre les transformations unitaires et les
rotations dans R3. Il a été montré que des fonctions m et ¢ semblables existaient
aussi pour les espaces de dimension supérieure a deux, a la différence qu’elles ne
sont alors plus surjectives. Autrement dit, certains points de la boule Bp C RP
ne correspondent a aucun état quantique, de méme que certaines «rotations» de

SO(D) ne correspondent a aucune transformation unitaire.

Il serait intéressant de savoir exactement quelle partie de Bp correspond a des
états quantiques, de méme que de découvrir un critere qui permette de savoir si
une transformation orthogonale de SO(D) correspond ou non a une transformation

unitaire.

D’apporter une réponse a ces questions sera sans doute un premier pas vers la solu-
tion du probleme que le chapitre trois laisse irrésolu : comment calculer la quantité
de clé requise pour chiffrer un ensemble arbitraire d’états 2 C D(d). En deux dimen-
sions, une solution complete a été exposée : il faut un bit si 2 est contenu dans un
plan, et deux bits autrement. En dimension supérieure a deux, toutefois, la question

demeure entiére et constitue sans doute une avenue de recherche intéressante.
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Une autre avenue intéressante serait d’étudier la méme question dans le modele de
[HLSW04]. Ce modele, au lieu de considérer uniquement les chiffres répondant a
la condition voulant que £(p) = ¢ pour chaque état p, tolere une certaine marge
d’erreur au niveau de la sécurité. On y demande que le chiffre réponde a la condition
1€(p) = 21| < &, 0t ||o]|oo = max®_; |A;]| quand les ); sont les valeurs propres de o.
A ce sujet, on pourra aussi consulter [AS04], ot on utilise essentiellement le méme
modele (& la différence qu’on utilise la norme de trace plutét que la norme o), mais

ol on montre comment réaliser de tels chiffres de facon plus pratique.

Au quatrieme chapitre, il fut montré que tout CQP général se réduit a un CQP
unitaire a ancille variable. Il reste tout de méme un fossé a combler entre les modeles
de CQP unitaire et de CQP unitaire a ancille variable. Bien sur, puisque que la
preuve a été faite que méme dans le modele de CQP général, 2n bits de clé sont
nécessaires pour chiffrer n qubits, les deux modeles sont équivalents de ce point de
vue. Mais, il reste qu’il serait bon d’avoir un modele qui soit a la fois compléetement
général et le plus simple possible. Quand, a I’avenir, on voudra savoir s’il est possible
qu'un chiffre ait une certaine propriété, on pourra supposer d’emblée que ce chiffre

est décrit par notre modele le plus simple.
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